FUNDAMENTOS 

DE MATEMATICA 

ELEMENTAR 
Sequéncias 
Matrizes 
Determinantes 


Sistemas 


тб Atual RESOLUÇÕES 


Ша Editora 


GELSON IEZZI 


SAMUEL HAZZAN 
FUNDAMENTOS 

DE MATEMATICA 
ELEMENTAR 

Sequéncias | Determinantes 
Matrizes Sistemas 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


8º edição | São Paulo - 2013 


Coordenadora de editoração eletrônica: Silvia Regina E. Almeida 


DD түү нэ 
ІШЕ Editora 


O Gelson lezzi, Samuel Hazzan, 2013 


Copyright desta edicáo: 
SARAIVA S.A. Livreiros Editores, Sáo Paulo, 2013. 
Rua Henrique Schaumann, 270 — Pinheiros 
05413-010 — Sáo Paulo — SP 
Fone: (Охх11) 3611-3308 — Fax vendas: (Охх11) 3611-3268 
SAC: 0800-0117875 
www.editorasaraiva.com.br 
Todos os direitos reservados. 


Dados Internacionais de Catalogacáo na Publicacáo (CIP) 
(Cámara Brasileira do Livro, SP, Brasil) 


lezzi, Gelson, 1939- 


Fundamentos de matemática elementar, 4 : sequéncias, matrizes, 
determinantes e sistemas / Gelson lezzi, Samuel Hazzan. - 8. ed. - 
Sáo Paulo : Atual, 2013. 


ISBN 978-85-357-1748-8 (aluno) 
ISBN 978-85-357-1749-5 (professor) 


1. Matemática (Ensino médio) 2. Matemática (Ensino médio) - Proble- 
mas e exercícios etc. 3. Matemática (Vestibular) - Testes |. Hazzan, Samuel, 
1946-. 1. Título. Ш. Título: Sequéncias, matrizes, determinantes e sistemas. 


13-02580 CDD-510.7 


Índice para catálogo sistemático: 
1. Matemática: Ensino médio 510.7 


Complemento para o Professor — Fundamentos de Matemática Elementar — vol. 4 


Gerente editorial: Lauri Cericato 


Editor: José Luiz Carvalho da Cruz 


Editores-assistentes: Fernando Manenti Santos/Juracy Vespucci/Guilherme Reghin Gaspar/Livio A. 


D'Ottaviantonio 


Auxiliares de servicos editoriais: Daniella Haidar Pacifico/Margarete Aparecida de Lima/Rafael Rabacallo Ramos/ 


Vanderlei Aparecido Orso 


Digitacáo e cotejo de originais: Guilherme Reghin Gaspar/Elillyane Kaori Kamimura 


Pesquisa iconográfica: Cristina Akisino (coord.)/Enio Rodrigo Lopes 


Revisáo: Pedro Cunha Jr. e Lilian Semenichin (coords.)/Renata Palermo/Rhennan Santos/ 
Felipe Toledo/Eduardo Sigrist/Maura Loria/Aline Araújo/Elza Gasparotto/Luciana 


Azevedo/Patricia Cordeiro 


Gerente de arte: 

Supervisor de arte: 

Projeto gráfico: 

Capa: 

Imagem de Capa: 

Ilustrações: 

Diagramação: 

Assessoria de arte: 

Encarregada de produção e arte: 
Coordenadora de editoração eletrônica: 
Produção gráfica: 

Impressão e acabamento: 


731.306.008.002 


а, 


Editora 
Saraiva 


Nair de Medeiros Barbosa 
Antonio Roberto Bressan 
Carlos Magno 

Homem de Melo 8, Tróia Desing 
tiridifilm/Getty Images 
Conceitograf/Mario Yoshida 
Ulhoa Cintra 

Maria Paula Santo Siqueira 
Grace Alves 

Silvia Regina E. Almeida 


Robson Cacau Alves 


0800-0117875 
SAC De 2? a 6“, das 8h30 às 19h30 


www.editorasaraiva.com.br/contato 


Rua Henrique Schaumann, 270 - Cerqueira César - 540 Paulo/SP — 05413-909 


Apresentação 


Este livro é o Complemento para o Professor do volume 4, Sequên- 
cias/Matrizes/Determinantes/Sistemas, da coleção Fundamentos de Ma- 
temática Elementar. 

Cada volume desta coleção tem um complemento para o profes- 
sor, com o objetivo de apresentar a solução dos exercícios mais compli- 
cados do livro e sugerir sua passagem aos alunos. 

É nossa intenção aperfeiçoar continuamente os Complementos. Es- 
tamos abertos a sugestões e críticas, que nos devem ser encaminhadas 
por meio da Editora. 

Agradecemos à professora Irene Torrano Filisetti a colaboração na 
redação das soluções que são apresentadas neste Complemento. 
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AN — Progressão aritmética 


10. 


11. 


(х= 1)3 + х3 + (х + 1) = (х- 1 +х+х + 1)2 > 


x=05(-1,0,1) 
ou 

= xŠ — 3х2 + 2x = 0 >= 4Х-1->(0,1,2) 
ou 
х-2->(1,2,3) 


x-r+x+x+r=18>x=6 (1) 
1 1 1 23 а-г 23 
— += + — = — лост (2) 
x-r x x+r 30 TS 30 
Substituindo (1) em (2), vem: 

2-2. 
са pasa 
6(36-12) 30 
Para x = 6er = —4 > (10, 6, 2). 
Para x = бег- 4 > (2,6, 10). 


2 ы 2 2 NTC M 
2 r+x+x+r) 2 r =9х 2 


X—-r(+X=X+r x=2r 


r = 0 => x = 0 => (0,0,0) 
>r? — 6r = 0 = <ou 
r= 6 > x = 12 > (6,12,18) 


x-r+x+x+r=3 3x=3=x=1 (1) 
2 2 2 xd 2 2 

(х= г) +X“ + (х +1) = 11 3x +21 = 11 (2) 

Substituindo (1) em (2), vem г = +2. 


Para x = 1er = —2,temos (3, 1, —1). 
Para x = 1er = 2, temos (-1, 1, 3). 
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(х— By) + (xy) +(x+ y) +(x+3y)=-6 |4х-6 
13. e > 
(x – Зу)(х + Зу) = -54 x? — 9y? =-54 
3 5 
-Х---еу- +— > termos: -9, —4, 1, 6. 
2 2 
- 3y)(x + y) = 45 ? _9у? = 45 
14. ја ух + у) e š d = y = +2 e x= +9 
(x— у)(х+у) =77 х2 - y? =77 
y = —2 rejeitado porque а Р.А. deve ser crescente. 
Para x = 9 e y = 2, vem: (3, 7, 11, 15). 
Para x = —9 e y = 2, vem: (—15, —11, —7, -3). 
(х- 3y)+(X—y)+(X+y)+(x + Зу) = 22 
15. 5 А 5 А 22 
(x— Зу) + (х — у) + (x + y)“ + (x + Зу) = 166 
11 
x=— 3 
e 2 >y= 52 
2x? + 10y? = 83 
Para аа е jas — (1, 4, 7, 10). 
2 2 
Para х= 21 e y- 3 = (10, 7,4, 1). 
2 2 
20. Em toda P.A., cada termo, a partir do segundo, é média aritmética 
entre seu antecessor e seu sucessor. 
Assim: Р.А. (a, b, c) > b = ын >c=2b-a. 
2 
21. — 3x2 2X* >x=00ux=4. 


Então, (О, O, O) rejeitada porque os termos devem ser distintos. 
Assim: (8, 12, 16). 
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2 
22. х= E ii 
x = —1 rejeitado porque 2x é lado de um triángulo. 


Portanto, temos: (5, 8, 11) e, então, perímetro igual a 24. 


23. lado = x, diagonal = 2 х, área = х2 > (x, V2 х, х2). 


х+х° 
Então: (2 x = 5 = х= Ооих= 2.2 - 1. 


x = O rejeitado porque é lado do quadrado 
Então: х = 242 - 1. 


25. Por hipótese, - ——— ——— RM ER 
y+z x+y 


1 1 y-x 


= = ——Á —— Á—: 
Z+X у-2 (x + z)(y +2) 


Entáo: x? — z2 = (x — z)(x + z) = r(x + y)(y + z)(x + z) = 


-Х 
= E (хэуДуж (х-2)-(у-хїх-у)-у?-х? 
(x + z)(y +z) 
26. Por hipótese,b — a = c — b = r. 


Então: b2(a + c) — ab + c) = ab? + b?c — a?b — a?c = 
= ab(b — a) + c(b2 — a2) = ab(b — a) + c(b — a)(b + a) = 
= ab(c — b) + c(c — b)(b + a) = 

= abc — ab? + c?b + ac? — b2c — abc = 

= ac? + bc? — ab? — b?c = 

= с2(а + b) — b?(a + c) 


27. Por hipótese, b - a = c — b (1) NS (2). 
c b d c 
De (2) мет P2921. 1 (з). 
bc d c 
Utilizando (1) em (3), vem 
8-5 1 i,q 2 1 1 1 
bc d c bc c d c 
a 1 а-с 
ão —===ad=bc > ad = —— :с > 2ad = c(a +c 
então, үс d 2 ( ) 
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28. Fazendo о = x- Зу, В =x-y, y =Xx+y e ó = x+ 3y ,temos: 


(б + 3B)(6 — ЗВ) + (а + Зү)(« — 3y) = 4x(6y — 2x) + 4x(— бу — 2х) = 
= 4x(—4x) = -16х2 
2(о6 — 9py) = 2(х2 — 9y? — 9x? — 9y?) = —16x? 


então: (ó + 3B)(6 — ЗВ) + (a + Зү)(о — 3y) = 2(016 — 9By). 


34. a=atr5a+2=245a,=22 
а, = а; + (n — 1)r > 60 = 22 + (n – 1): 2 >n = 20 > 
> vigésimo termo ou aoo. 


845 + as, = 302 2a, + 31r = 302 
38. e —8,-89er-4 
853 +ад = 446 2a, + 67r = 446 
P.A.(89, 93, 97, ...). 
39. (14, 15, ..., 191, 192) 
T T 
a, a, 


an = а; + (n = 1) > 191 = 15 + (п – 1): 2 ә п = 89 


40. Am + An = Ap + aç = 
эа; + (m — 1) + a, + (п — 1) = а, + (p = 1)r + а, + (4 – 1) = 
= (m — Ау + (n — 1) = (p — Dr + (q - 1)r = 
am-1i+n-1=p-1+q-1>2m>+n=p+0. 


42. PA. (5, 8, 11, ...) 


n- 100 

> 8400 = 5 + 99. 3 = 302 
r=3 
Então, P.A.4(5, 8, 11, ..., 302). 
P.A.2(3, 7, 11, ...) 
n- 100 
r=4 


Então, P.A.2(3, 7, 11, ..., 399). 


| aum 7 3+99-4=399 
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Como queremos os termos comuns às duas progressões, então 
an = 302. 

Observamos que o primeiro termo comum é a, = 11 e o segundo 
termo comum é а = 23 >r = 12. 

Então: a, + (n — 1)r = 302 

11 + (n — 1) - 12 < 302 >n < 25,25 >n = 25. 


43. ap=a+(p-1rsa=a - (p — 1) 
Como О x a = 10 e a, = 35, vem: 
0=35-(p-1):13=10>29=p=36= р = 3. 
Então: аз = а + 2г > 35 = а + 2 · 13 эа = 9. 


44. (84, 85, аз, ..., an) = (1, 3, 5, ..., an) 
(Қал), Ка), Каз), ..., (а„)) = (К1), КЗ), (5), ..., (а„)) = (4, 10, 16, ..., Ка,)) 
E f(1)=a+b=4 за 
Sendo f(x) = ах + b f(3)=3a+b=10 7 =3eb=1 


Portanto: (2) =a-2+b>(2)=3-2+1>1(2)=7. 


45. Por hipótese a, — ар і1-геар 1-ар-2-грага todo 5 natural, 
3=p=<mn. 
Entáo: 
a-aj-1=(a, -2p-1)(a, +a -1)=r(a) +a, .) 


2 а г - 
81-82-27 (851-85 .2)(85 зна, 2) (а, тар 2) 


e daí vem: 


(ag ad -1) (а2_, 82.2) ста, ap-2) = r: 2r = 2r? (constante). 


46. Por hipótese: 
х= аъ = а; + (m — 1) 
у= а, = а; + (п – 1r 
z = ар = 84 + (p — 1) 
епїао: 
(п — р)х + (p - my + (т - n)z = 
= (n — ра + (m — 1)r] + (p — т/а + (n — 1)r] + (m — na, + 
+ (р — Ur] = 
=a,(n —p+ p — m + m - п) + (п — р)(т — 1) + (p – туа — 1) + 
+ (т – п) (р – 1] =a, 0 +1: 0 = 0. 
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47. Demonstracáo pelo princípio da inducáo finita. 
Para n = 3, temos: 
1. 1 аҙға, 24 2 3-1 


+ = = 
аа, ааз 84,8583 84,8583 ааз 8483 


Suponhamos a tese válida para p termos iniciais, p > 3, ou seja: 
1 1 1 1 p-1 
+ + + Ж------ 


8485 ааз аза aa аа, 
entáo, temos: 
1 1 1 1 p-1 1 
+ T. + = + = 
8,85 8584 85-49, аа MA, аат 


(p-1)85,4 * 84 _ (0—1)(а+)+а1 (0 Јар+а:+(0- 1 _ 


84858, +4 818p8p +1 a1apap + 1 
_ ba _ p _ ((+1)-1 
ааа, ааа аа 


е atese está verificada para р + 1 termos iniciais. 
Em consequéncia, a tese vale para todo n natural. 


49. (12. 208 3:94) 
а, = 34 


> 34 =12+(n-1)- 5 =n=45 (incluindo os extremos) 


r== 
2 


Entáo, devem ser interpolados 43 termos. 


52. Múltiplos de 2 > (100, 102, ..., 1 000) 
a, = 100 
a, = 1000 { = 1000 =100+(n-1)-2>n=451 
r=2 


Múltiplos de 3 — (102, ..., 999) 


a, = 102 
am = 999 y > 999 = 102 + (m- 1) -2 = n = 300 
[23 
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Múltiplos de 2 e 3, isto é, múltiplos de 6 > (102, ..., 996) 


a, = 102 
ap = 996 ; => 996 = 102 + (p - 1):6 = п= 150 
F=6 


Assim, múltiplos de 2 ou 3 de 100 а 1000 são no total: 
n + m — p = 451 + 300 - 150 = 601. 


53. Nümeros de dois ou trés algarismos: (10, 11, 12, ..., 998, 999) 
n = 999 — 10 + 1 = 990 


Nümeros de dois ou trés algarismos, divisíveis por 7: (14, ..., 994) 


а, -14 
ар -994,->994-14-(р-1)/-эр-141 
{= 


Entáo, nào sáo divisíveis por 7: n — р = 849 números. 


54. Total de inteiros de 1000 a 10000, n = 9001 
Números divisíveis por 5: (1000, ..., 10000) 


а; = 1000 
am = 10000 += 10000 = 1000 + (m-1)-5=m= 1801 
r=5 


Números divisíveis por 7: (1001, ..., 9996) 


a, = 1001 
ap = 9996 ; > 9996 = 1001 + (p- 1).7 = p = 1286 
“=T 


Números divisíveis por 5 e 7: (1015, ..., 9975) 


а. =1015 
Ay 29975; 9975 = 1015 + (4- 1)- 35 > q = 257 
r=35 


Então, não são divisíveis nem por 5 nem por 7: 
n — [m + p ај = 9001 - [1801 + 1286 — 257] = 6171. 
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56. A 


id 


62. „—1-—п 
1 n 2-n-(1-n) 1 
= í = a> —a, = = ү = 
-— 2-п n n 
à n 
=f 1 
Então: an = -(п-1)- т =a, = 0. 
E n + o) “п " 
Portanto, S, = 2 = сееш 
2 2 
(a, +а,,):20 3 
67. S2 = —— 9 $0 = 10(8, +ao)=-15=a, + 899 = -7 
Como ag e a45 sáo termos equidistantes dos extremos, entáo: 
ав + d15 = aq + a20 > Ав + O45 = - = 1.5. 
68. r — 0,08a4 


844 = 36 > а; + 10 - 0,088, = 36 > а; = 20 
Portanto, r — 1,6 e a5g — 60. 


20 +60)-26 
Assim, Sas — — .,s,-1040. 
69. S= 217 810.10 = 50 = a, ға, =10 
Sao = 2222 20 = 50 = a, +a =5 
а. +а; = 10 2a, +9r=10 1 29 
e эг=-— e а, =— 
84 +27 = 5 2a, +19г = 5 2 4 


а Fundamentos de Matemática Elementar | 4 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


Então: азо = 2° + 29(-5) > азо = _ 29 


4 
(2 = 2) .30 
Portanto, S39 = 4 2 =O. 
71. Fonte + 2 3 4 5 6 7 8 9 
1... зона dires КЕНЕН 1.2... Pm 5.2222. Lo bou 


12 caminhada (ida e volta) = 2(15 + 1 + 1) = 2- 17 = 34. 

2? caminhada (ida e volta) = 2(17 + 1 + 1 + 1) = 2 - 20 = 40. 
Assim, à P.A.4 (3, 6, 9, ..., 60), que é o nümero de roseiras regadas a 
cada caminhada, corresponde а P.A.5 (34, 40, ...), que representa о 
percurso percorrido. 


Considerando 


“PA. vem 291-60)->60-3-(п-1)-3-әп-20 
VM B 


r=3 
а, - 34 
Considerando 
a PA ve an =20 ¿> а = 34 + 19 - 6 > aso = 148 
r=6 
Assim: 520 = эт в 20 > Sy =1820 m. 
73. а, =-5 
г= 4 > 1500- (23234024) 
a, =-5+(n-1)-4 
n=30 


> 2n? -7n-1590-0 249" 
П-- - (rejeitado) 


Entáo, S, = 1590 se n = 30. 
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74. 


76. 


78. 


45(->1-а;-а,->/--- 
A 4 


an = 13 + (n 5[ jos ih 
4 4 4 
dg n 
Sn= E 4 |.nz05-7f? +111n< 0 > 


n«O (rejeitado) 
— 712 -111n <0 = tou 


n» — = n=16 (valor mínimo) 


а, +а;, ): 59 
СЭЕР 2a, +58 = 24 
2 59 3410 
> a ыша e e 
(аз + aço) 59 + go) 59 -130  |2a,*60r- == 
2 59 
(4, 7, 10, 13, ..., 517) 
84-4 
r=3 ->517-4-(п-1)-3-эп-172 
a, = 517 


Entáo, 517 é termo de ordem par e cada P.A. extraída dessa tem 
86 termos: 
P.A.; (4, 10, 16, ..., 514) e P.A., (7, 13, ..., 517) 
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(4+514)-86 
Эве = 2 Se 518 259 
36i _ 2 
(7+547).86 |5, 524 262 
Sagp = —— 
2 
81. (14,21,28,...,a,) em que a, = 9999 


Então, 14 + (n — 1) 7 < 9999 => n < 1427 n= 1427 
Assim, а; дот = 14 + 1426 - 7 = 9996. 


т ка 13420 8 e T AD dd 


f(1)=2-1+3>1(1)=5 (5 + 53) -25 
84. „ет бо = 725 
1(25)--2-25--3-51(25|--53 
Portanto 41) + f(2) +... + (25) = 725 
n+5 
85. > 4(x- 3) = Ап? +Bn+C 
x5 


Para n = 1, vem: 


6 
Y 4x-3)=A+B+C> 
x=5 


-»4(5-3)-46-3)-А-8-0- 
=> A+B+C=20 (1) 


Para n = 2, vem: 

7 

Y 4(x-3)=4A+2B+C= 
x5 


=> 4(5- 3)+4(6 - 3) + 4(7 - 3) = 4A +2B +C > 
—4A+2B+C=36 (2) 


Para n = 3, vem: 
8 
Y 4(х- 3) = 9А+3В+С = 
х= 5 
> 4(5 – 3) + 4(6 - 3) + 4(7 – 3) + 4(8- 3 = 9A + 3B + C > 


-»9А-38-0-56 (3) 
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(1) A+ В+С= 20 A+B+ C= 20 A+B+ C=20 
(2) 4A+2B4+C=36 5% 2B+3C= 44654 2B+3C= 44 
(3) 9A + 3B +C = 56 6B + 8C = 124 C= 8 


Então, A + B = 20 — C > 20 - 8 = 12. 


86. Sm = S, 


= 2a4m + (m — 1)rm = 2a4n + (n — 1)rn = 
> 2a;(m — n) = [n(n — 1) — m(m — 1)]r = 
= 2a4(m — n) = (n — m)(n + m — 1)r = 
—2a,7-—(nt*tm-41) (1) 


Sendo am +n = a4 + (m + n — 1), então: 


(а, “а, +(m+n- 1r ](m +n) 
O a 


_ | га, + (m n - 1)r ](m+n) 


m+n 2 


Substituindo (1) em (2), vem: 
Sm+n=0. 


87. (ал, 82, ..., An + 4, ..., аг, ап + 1) É UMA Р.А. com número ímpar de 
termos. Então, o termo médio é média aritmética entre os extremos 
e essa relação também é válida entre os índices desses termos. 


Assim: 


2n+1+1 2442 
2 2 


=n+1 (índice do termo médio). 


Temos, ainda: 
алал 84 + 2nr e a», = а; + (2n — 1). 


"ЭР (a, + а, + 2nr)(2n + 1) 


i 2 = (a, +nr)(2n +1) 
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a, +г+а, +(2n- 4) |2n 
AAA жойы ыл 


Sb 2 


=2(a, +nr)-n 


S; — Sp = (ay + nr)(2n + 1) — 2(a, + nr)n = 
= (a4 + nr)(2n + 1 — 2n) = at + nr = а, + 1 (termo médio) 


88. (81, а, ..., Эр, ..., аһ, ...) 
ap + an = а; + (p — 1) + a4 + (n — 1) = 
= а; + [а; + (р + п – 21 € P.A. = а; = К K € Z 


89. а, = 4309 =a +[5-1] 124m +13) -4 
3 3 3 3 


Sabendo que n = ЗК, então a, + 3(K-1) —4—8475-K. 
3 
Então: a, = ag, = 5 - K + ЗК — 1 = 4 + 2K. 


(5-K+4+2K)3K 
2 


Portanto, S4, = -33-» 


К--11 (rejeitado) 
->К2-9Қ-22-0->40и 
K=2>a,=3en=6 


Assim: P.A. (3, 4, 5, 6, 7, 8). 


91, (нај E 


a n+ap:n=n-:a, + а, > am = а, = 
= ап = a, + (n – 1)r > а, (п - 1) = (п – 1) > a, = г 
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AUS — Progressão geométrica 
97. (1 X, 13 + x, 49 + x) 
13+x 49-х 


= -(13-х) =(49+х)(1+х) > 
1+х 13+х 


> 24x-120=0= x=5 
Portanto, (6, 18, 54) > q = 3. 


sen(x + л) -sen x 
99. --тг--0-4-01- --1 
sen x sen х 
ѕеп(х+ 2л) | а SN x 
ѕеп(х + л) -sen x 
A progressáo geométrica é alternante, com q = — 1. 


101. PG. E 2 
q 


ge ха- E (1) 
condições: 5 
Хуго = 199 (2 
q 64 


Fazendo a diferenca entre o quadrado de (1) e (2), temos: 


2 2 
ааа -( 2) F Y X Lx xg = 
q 8 64 q 


21 63 3 
—2x.—c- —X2—- 
8 16 4 


Substituindo em (1), resulta: 
3- 3 34 21 
+—+— = 
4q 4 4 8 


э20-5482-0-4-120 4-2 


Os números procurados sáo: 
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12 


121 


— а, +а, = 12 x+xq= 12 Х(1-0)- 
| az +a} = 300  |xq?^-xq?-300  |xa?^(14q)- 300 
Dividindo (2) por (1), membro a membro, vem: 
д2 = 25 > q = +5 
Para q = 5 = x = 2 > (2, 10, 50, 250). 
Para q = —5 > x = -3 > (-3, 15, – 75,375). 
Ana? = 121 (1) 
q q 
103. Е" 
-z xX xq xq = 243 (2) 
а q 
De (2) vem x? = 243 = x = 3. 
С 1 1 2 
Substituindo em (1), resulta: = +—+1+q+q” = 
q q 
E daí: 
(ei) ai) 22. 
q q 9 
1 T 
Fazendo q+ = у e q^ + — - 2, resulta: 
q q 
(2-2)-у41- = ay ЗЫ -0- 
( 13 2) -13 + 4133 
> |y=-— ои у= || а= ——— 
3 3 6 
Como q é racional, os números sáo: =, 1, 3, 9, 27. 
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a, “аҙ на, = 182 x + xq? + ха“ = 182 
104. 5 5 
85*84,*85-546 (хаха + хо" = 546 
x(1+0? +0) =182 (1) 
xaft +a? +0) = 546 (2) 
(2) 
Dividindo (2) рог (1), membro a membro, vem: 
а- пле = 3 > x = 2 > (2, 6, 18, 54, 162, 486). 
182 
b?-ac (1) 
abi: 2c=b+d=>d=2c-b (2) 


a+d=32>a=32-d (3) 
b+c=24>5c=24-bv (4) 


Substituindo (4) em (2), vem: d = 48 — 3b (5). 
Substituindo (5) em (3), vem: a = —16 + 3b (6). 
Substituindo (4) e (6) em 1, temos: 


b? = (—16 + 3bX24 — b) 3 b? - 22b + 96 = 0 >b = 16 oub = 6 


m 
m 


P.G.(32,16,8) 
P.A.(16,8,0) 


Para b = 16, vem: a = 32,c = 8ed o> Í 


P.G.(2,6,18) 


Para b = 6, vem: a = 2,с = 18 e d = 30 > 
го 18,30) 


106. х-г+х+х+г=3б= х= 12 
P.A. (12 — r, 12,12 + r) = (12 - r, 12,18 + r) é P.G. 
Então: 122 = (12 — r(18 + r) > 2 + 6r — 72 = 0 > 
= г = 6our = —12 (rejeitado porque a P.A. é crescente) 
Entáo, os números sáo 6, 12 e 18. 


107. Como x, y e z estáo em P.G., nessa ordem, entáo y? = xz. Assim, vem: 
(x + y + z)(x — y + z) = X? + 2xz — у? + z2 = x2 + 2y2 — y? + 22 = 
=X +y +2. 
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b? = ac 


108. a,b,c e d estão em P.G. > 4c? - bd 
ad = bc 


Assim, temos: 
(b — c)2 = b2 — 2bc + c2 = ac — 2ad + bd. 


109. (a,b,c)éPA.>2b=a+c 
(a, b, c) é P.G. = b2 = ac 
Entáo, vem: 
(2b)? = (a + c)? > 4b? = a? + 2ас + c? > 4ac = а? + 2ac + с? > 
= а? – 2ас + с2 = 0 > (а – с)? = О ъа = с. 


Сото 2b = а + с, então 2b = 2а > р = а. 


b? = ac 
110. (a,b,c, d) é P.G. = 4c? - bd 
bc = ad 


(b — c + (c — a? + (d — b)? = 

= b? — 2bc + с? + c? — 2ac + a? + d? — 2bd + 02 = 
= a? + 2b2 + 2c2 + d? — 2ac — 2bc — 2bd = 

= a2 + 2ac + 2bd + d2 — 2ac — 2bc — 2bd = 

= (a — а)? 


111. medidas dos lados: x, xq, xq? 
condição: (xq2)? = x? + (xq)? (teorema de Pitágoras) 
Então, temos: 


x2q4 = x? + х202-504- q? — 1 = 0 = q? = te => 


10-45 
= q = J 5 s 
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112. 


113. 


114. 


medidas dos lados: x, xq e xq? 
condições: (1) q > 1 (P.G. crescente) 
(2) xa? < x + xq (condição para existência do triángulo) 


1-45 1445 
«q« : 
2 2 


De (2) vem: q? < 1 + а= 02 -q-1<0> 


Fazendo a interseção, temos: 


14-45 
TE 


1<а < 
medidas dos lados: = ,X, ха 
q 


condições: (1) хха = 1728 


о |> 


(ха <х + = 


De (1) vem х = 12, que, substituído em (2), dá: 
42-4-12-0--3-4-4. 


Como q deve ser positivo e divisor de 12, entáo temos: 
q = 1 = lados medindo 12, 12 e 12 

q = 2 > lados medindo 6, 12 e 24 

q = 3 > lados medindo 4, 12 e 36 

e, ainda, q = 1,5 = lados medindo 8, 12, 18. 


2 
sen x sen” x 
-tg x > 2 sen? x = == 


sen? x = 
COS X 


= 2 sen2 x cos x — ѕеп2х = 0 > 


sen? x=0—x=kx (k€Z) 
= sen? x(2 cos x — 1) = 0 = ¿ou 
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3 == 
а= 2 25 
a 1 
1 
92 
1 q. 


a =a: q= 26-26 =1 


7 -6 
as =a; 47 =a: (3) за | = 64 


а = а, · 471 = 1. 39-1 = 3" - 1 

100 < 3" -1 < 1000 > 34 < 100 < 3" 1 < 1000 < 3" > 
>4<n-1<7>5<n<8= пє {6,7} 

Então existem 2 termos: ag е ау. 


1 


1 1 
в 8.3.38 


aio = а; : Q? = 2 : 39 > (a10)? = 2 


A igualdade dada é falsa. 


taxa de crescimento = 3% a.a. = q = 1,03 
a, = 120000 : (1,03)? = 131127 


taxa de crescimento = 10% а.а. > q = 1,1 
Ao final de 4 anos, temos: as = 100000 : (1,1)4 = 146410. 


Vamos representar por ач, аг, аз, ад, as o volume de álcool existente 
na mistura após cada uma das operações realizadas. Temos: 


а1-12-3-9 


а = 9 – = З = 7 , pois а quantidade de álcool nos 3 £ retirados 
é de ыг do total.) 
12 
83 = EA 3- 2! , pois a quantidade de álcool nos 3 £ 
4 4 16 
27 


retirados é de — do total. 
12 
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3 
Pode-se notar, então, que ач, ..., as é uma P.G. coma, = 9eq = 4 
4 
Daí vem: as =a, · д = 9 · (2) ne ы 2,85 4. 
4 256 
129. ад + a4 43 + а.д“ = 10 (1) 
arq? + aya? + arq? = 30 (2) 
Dividindo (2) por (1), temos: 
“а, +a q +а, д“ 
TU Te TOW) асурын 
q(a, +a,q +а,9`) 
Substituindo em (1), temos: 
За, + 27a, + 243a, = 10 > а; = E 
1 1 T 1 273 * 
131. а-а, 
b = aq =a, 09-Р 
c = a, = ap: Q' ` P 
q r p 
Então: a9 '-b' P.cP 4 = ыг ше 
a pP c? 


132. == =... = q, então: 
а а 
1 1 1 
а 81 1 , %_%_1 | an 8.1.1 
ES а q 1 83 q EN а, q 
а. 82 an-1 


provando que (Lil 2 também é P.G. 
аа аз 
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133. — = — =..=q,entáo: 


provando que (84, az, as, ...) também é P.G. 


a4 24 аз 226 86,2% 5 
de de а "Өд as 8, 


provando que (as, ад, as, ...) também е Ра. 


135. ра.:(3,. „. „-24,. „. ) 
ад = -24 
š posa =-8=q=-2 
а; = 3 
áo sm eds (o 5 


136. а, = 78125,а,- 128 e q = 2, entáo: 


T 


2 n-1 2 n-1 
128-78125-(2| -(2) = 2. 5n-1=7>n=8 
5 5 5 


entáo devem ser interpolados 6 meios geométricos. 


137. а, = 1458,а, = 26а < =, então: 


1 HE 
2 үс: (1ү-1 224 
2= 1468-14 (5) (8) 23 п-1 


A — 6 
ges ,-1<3%---1>1-п-1<6-п<7 


Como а P.G. deve ter no máximo 6 termos, então о número de meios 
a interpolar é no máximo 4. 
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138. 


140. 


141. 


xy = ар (1) 
P.G. (a, x, y, Ы) > 4х2 = ау (2) 
y = хр (3) 


De (1), vem: y = a , que substituído em (2) implica: 
X 


ab 2 1 
x=a: > 5x -asb—x-a3.p3. 
X 


+ 2 
Analogamente, m m к. к Ж i 
y y 


а) S = log, a + log, 2a + log, 4a + ... + log) 2" a = 
= 105, [a · 2а · 4a -...- 2^ a] 


O logaritmando é uma P.G., tal que а, = a, q = 2 e o número de 
termos é n + 1. 


Para calcular esse produto, temos: 


I na AR | пата) 
E, então, S = log, | a -2 2 ES + (n+ 1)log, a. 


b) Sendo S = n + 1, entáo: 


041), 


+1 (n+1)l0g,a=>1= 2 +log,a=> 


n 1-2 
= ваен. 2 


logg,b-4 (1) 
lg,b-2 (2) 
1 
| b2— (3 
os 100 ы 
n(n — 1) 
c=a"-q 2 (4) 
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1 
De (3), vem: b=c10%0 (5) 


n n(n- 1) 
Substituindo (4) em (5), temos: b = a1% -q 200 (6) 


Substituindo (6) em (1), vem: 


n (п-1) n (n = 1) (n — 1) 
a 
Substituindo (6) em (2), vem: 
n (n — 1) (n (n — 1) 400 -n(n - 1) 


Comparando (7) e (8), temos: 


п(п = 1) йй 
2(400-n) _ — n(n- 1) _ 400-n(n- 1) 
q =q = TS 
400-n n 
= 400п2 = 400? 2 n? = 400 > n = 20 
143. а : a> : as : 2. 825-47 аһ = (a> : as: ... apn) : (а, "аз : ... аһ 1) 


n=1>a,=2=4 
ао = 2 = n=2—Aa,=21=16 
n=35 ag =28 = 64 
Entáo, a sequéncia dos termos de ordem par é 4, 16, 64, ..., em que 
a = 4е д = 4. 
n=1>a, = (-3)t = -3 
amn -1 = (3713 ¿n=2>5 a, = (-3? = -27 


n=3> a, = СЗ)? --243 


Então, а sequência dos termos de ordem (траг é —3, —27, 243, ..., 


em que a, = —3eq = 9. 
Entre os 55 termos iniciais há 28 termos ímpares e 27 termos pares. 
Assim: 


28-27 
гэнэн ан хн шил 
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27-26 
P 427. 42 = 427. 351 = 4378 = 2756 


Assim: P55 = Ров š Рот = 3784 * 2156, 


21. 
T Ro а,а(14-42)-10 (1) 


а; +аз=5 ` la,«a-5 —Ja(1«d)-5 (2 


Dividindo (1) por (2), membro a membro, vem: 
q = 2 > а; = 1 ẹ, portanto, a; = 1:2? > a4 = 8. 


147. (base b, altura h, área a) 
por hipótese : - =8=h=8b (1) 
propriedade dos termos аа P.G. : h? = ba (2) 
área do triángulo : a = сЕ (3) 


2 2 
Substituindo (3) ет (2), temos: h? = n >h= > . 


p? 
Considerando (1), vem: p = 8b > b = 16. 


3 2 2 
148. $ 85559 MEO A ш pug sexti m 
q-1 q-1 
>q=-30uq= 
(41-1 d^ +1)(а+1)(а-1 
Sa = (9 эв 1 Х ) 452 
q-1 q-1 
> (q? + 1)(q + 1) = 15 
Verifica-se que q = —3 nào satisfaz esta última condição. 
Então, q = 2. 
3(2º - 1) 
Portanto: S5 = —— ——- = 93. 
2-1 
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149. 


50+a+b=62>a=12-b (1) 
P.G. (50, a, b) => a? = 50b (2) 


Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), temos: 
a = 12 — b > a? = 144 — 24b + b? = 50b 


р = 72 (rejeitado porque é maior que n(A UB)) 
b? — 74b + 144 2 0-> Jou 
р-2-а-10 


Entáo: P.G. (50, 10, 2) e n(ANB) = 10. 


150. (x,y,z) 6PRA.—(x-y-rez^-^ycr) 
Por hipótese, х + y +z = 15sy-r+y+y+r=15>y=5 
edaíx=5-rez=5+r. 
(x,y + 1,z + 5) é P.G. = (5 – r, 6, 10 + r) é P.G. 
Então: 62 = (5 - 1/10 + r) >r = 2 our = -7. 


Para r = 2, x = 3,y = бех = 7 > 37 = 21. 


Para r = 7,x = 12 (rejeitado porque 12 > 10). 


151. P.A. (а,а +r, a + 2r ...) = 53 = 3(a + r) 


2 
243 222 
P.G. E 28, 5з, МЕН = а: 53 
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2 
= E =за(а+г)ә 


= 9a? + 9ra – 4? =0>a = = oua = ir 


153. 


Єз é lado de Q3 


2 2 2 
€ € 2 
6-2) (2) = ava 2 =" => ¿4 = a 
2 2 4 4 2 


Entáo, considerando os lados, temos: 


n-1 
Ци | 


2 2 2 
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Considerando as áreas, vem: 


2 2 
a^ a 1 
P.G. Б CUE, «Jem que а. = a? e q = 3 
2 n 
«e. GD] ema 
S, = = S, = = S. = 
q-1 D | 


155. 
i23 


termos, entáo: 


3 -2 
iso (22-1) L an1- 8 4088, 
i=3 2-1 


Daí resulta 2^ + 1 = 4096 = 212 еп = 11. 


157. Sp = 
n q-1 


52 +52 = То 
= ај (а E q -20 +2) 
(4-1) 
а; n š 
Sn (San + San) = 77 (0 ) q-1 


então: Sí +52 = S (San + San). 
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158. 


159. 


Dividindo (2) por (1), membro a membro, vem: 


11 
S2 _ аа-а, _ 6138 22 ad 91 8-3 
5, аа-а; 3069 а4”-а, 
10 
ааа —1 
= аш -4) -2-» q= 2 
a, (а -1) 
Substituindo q = 2 em (1), vem a = 35 Ра. (3, 6, 12, ..., 3072). 
Seja P.G. (a, aq, ад?, ..., aq" 7 1) de razão q e seja 
1 d -4 1 
o. Zu Aa ТТ +) de razão 1. 
a aq aq aq q 
ala” -1 a"(q'-1 
ale-a) 22 elea) 
q-1 (q- 1)" 
1[ 1 
| 45-1 pet yo 2 
5- 1 = 2 (s) n (n — 1) n 
11 ад Ча-1) а"а!"-5(д-1) 
q 
а" (q^ - 1)" 
n n 4 
Е ‚_ (фе!) ап(а? – 1)" agar 
5 (q^ - 1) (4-1) (q^ - 1)" 
агф"" - Dig 22 1)" 
_ anan 1) p2 
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n n 
161. S-142«24 fS t[5) +25) +. = 


9 25 3 
n n 
(БЕРІ (5) БЕР +25) + | 
5 5 
5, 5, 
n 
8-15. 5 ++ 5) + — 
3 (i 2 
3 
1 1 ü 
So =2| 1+=+—+ 42)» к E 
5 25 5 41.1 2 
5 


165. ыг ын ° 
1-q == 2 
3 
” a F 1 — 31000 
: I 3 _ 31000 1 3(310% 4) - 
40007 4 zo cet 245 CO 510002. 
5-і 2 2.3 


21 000-1 34 | 1 ) 


"2.399 2 2 (3 


1 999 1 999 
Então, S1000 = S- 3) , OU Seja, S = 5, ооо + 5 + Ө ,isto 


999 
é, comete-se um erro de ag para mais. 
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166. 


Podemos decompor cada parcela, a partir da segunda, em uma 
soma de frações. 


1=1 

2 11 

== =+= 

2 2 2 

3 d 1.4 
— == — de — e — 
4 4 4 4 

4 1 1 1 1 
--4-41-4 
8 8 8 8 8 
5 1 1 1 1. 1 


= — +] +++ 
16 16 16 16 16 16 


Verificamos que cada coluna forma uma nova série infinita. 


1 


1-2 
2 


1% coluna: a, = 1e q=5>35, = 


1 
1 1 2 
2º coluna: а= e q=5=S,=-27=1 


4 = 
3º coluna: a, = т е a=538,=%=5 


1 
48 coluna: ЭР е q=558,=-8- 


e assim por diante. 
As somas S4, 52, 53, 54, ..., por sua vez, formam uma P.G. infinita de 


TN" =. 1 a 
primeiro termo 2 e razáo 9! entáo: 
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2 
S1 + S2 + S3 + S4 +... 5—7 = 4. 
que 
2 
NE] 3-43 
167. "eq MT z 18 
зургыг" 
NEJ 43-1 84 3 
3-3 
3 
= 25 
quom 
3 
168. 2.4, Sdn 2. 
m m 5 
21.2. t) 
m m 5 
Sendo заан Жо i s — di , temos: 
m m -2 


2 ш )+ =т=т. 
m-2 


169. S = 1 + 2x + 3х2 + 4x +... 
хо = x + 2x2 + 33 + Ax* +... 


então, 5 – х5 = 1 + x+ X + ХЗ +... = 1 
1-х 

е daí vem: 

1 S 1 5 t 

| А dex аж (1—х)°?` 
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171 1.111 1 1 1 1 
Е 2*3'4*g' отат опг eite 


2" з" 
1.1 1 1 1 1 1 
= E Pat ч ши 2 ы 
5, 5, 
1 
2 
5,--2:-1 
T 1 3 
=S +S;=1+—=— 
1 1 2 2 2 
5,--3--5 
41-22: 
3 
n, 
172. Бы к ec оз 
4 16 64 2^ 
-(2-4)(1 ЭШЕ ОНЕ je 
4 2 16 4 64 
2" 1 
T 52122 22-2 Tec 


E: | 1 
ів +++... + te |= 
4 16 64 2 
2 1 4 8 
1-2 1-- 
2 4 
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173. а)0,417417..- с ШЫ. оо 
i ' " 1000 1000000 `` 
417 417 
_ 1000 1000 417 139 
— 1 $999 999 333 
1000 1000 


12 12 
+ + += 
100 10000 


b) 5,121212... = 5 


12 212. 
-5,- 100 .5,.100 _5,12_5,4_109 
q 99 99 33 33 
100 100 


1 
c) 0,17090909... = 100 (17,090909...) — 


1 9 9 1 1 4T 
= — |17- + +... |= =|17+ = 
100 100 10000 100 11] 275 


d) 9,3858585... = E [93,858585...] = 


$ 85 85 J: 85 4646 
= — |93---- +... |= 93 + = 

10 100 10000 10 99 495 

176. а, + аз + as +... = 20 (razão: q?) 

а) + 84 + as +... = 10 (razão: q?) 

= 81.220 es, = B,=10 : 
Bp Pup , de onde vem: 
LR MN Bogas 
E a DO de t s 


Substituindo q = ñ em 5, vem: a, = 15. 
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178. 


179. 


2(а? + 1) 2542 


а) ад = алд? > © 5a 4(а2+1) а = 
Е s(a? +1) Е 2(a? +1) 
— ÓN 5a 


A Р.О. é decrescente > sea > 0,0 <q < 1 


2(a° +1) EH, 
<1=0<2(а? +1) < 5a 


F 


(2) 


Entáo, 0 < 


(1) 2(a2 + 1) > 0, Va ER. 


(2) да? + 1) < ба = 2a? - 5a+2<0> 2 <а<2 


(1)п(2) > 5 <а<2 


-1 
1 2(a? +1) x 
b q=a-—=—— >32 -a-2=0> AU 
5 5a a= (rejeitado) 
Paraa-15q- < ea = 2 
шаа-1-4- -еа,- то. 
25 
Então: s= 8 5g 129 
_4 8 
5 
m m m 
ШІ; Ы E | ің 
З 3 3 retirado — 
ұу 


m m m m m m trado 2.7 
9 9 9 осо gp We 
LAA L— A 
se m A ыг retirado 4 - m 
27 27 27 27 27 
jv y AAA 
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m 2m 4m . | m 22 
—, —, —, ... | é P.G. em que a, = — еа = =. 
3 9 27 3 3 
m 
S= Ñ5S=m 
1-2 
3 


3 9 
0 = 
275 Pa 2 

3 9 
к" ed e 
372 P3 4 
etc. 


9 
A sequéncia dos perímetros (9, "A 2: е P.G. em que а, = 9 


eq= 1 entáo 8 = E — 18. 
2 1-— 
2 


Os perímetros p, 5, P. ... formam uma P.G. em que а = pe q = 5, 


х 2 р г: 
entáo 5 - q а 2p. 


Seja ABCD um quadrilátero qualquer e seja MNPQ o quadrilátero que 
tem vértices nos pontos médios dos lados de ABCD. 
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183. 


Temos: 


1 1 1 
Амо aue c Е c rae ҒА 
AMQ CNP 4 ABD 4 BCD 4 


+| = 


1 1. 
Agnm + Арро = " “ Адвс + 4 Ар = 


Entáo a soma das áreas dos triángulos АМО, CNP, BMN e DPQ ё 


N | > 


portanto, a área de MNPQ é 5 , em que A é a área de ABCD. 
Concluímos, dessa forma, que as áreas dos quadriláteros construídos 


А A 
conforme descrição do enunciado formam a P.G.: (^ PT ..) „сија 


soma é s=4,=2A. 
q= 
2 


в 


As áreas dos círculos formam а P.G. (ал, a», az, ...) de razão 2' 


Determinemos a sequência (d,, Ол, da, ...) dos diâmetros dessas 
circunferéncias. 


dY 1 та? то? d 
d, = doa = (5) = a> = 42 =— > 
; 5 2 E “a 
а 
> 0d = — 
2 J2 
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d dy ла i nd s d 
dz Jo 92 T 2 8 SL O ds Е 
> da == 


etc. 
- d d | Й 
Os diámetros formam a P.G.: | d, Y 27 cuja soma é AoA,, 
2 d 
então АА, = T= a(2+ 2) 
=. 
42 
184. | ABDC - ЛОЕС > BD _ BC 
OE OC 
a 
=>2- 9 
r H-r 
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Por Pitágoras, no ACDB, vem: 


1) Por Pitágoras, no AMNP, vem: 


(PM)? = (PN)? + (MN)? = 


a 
= (2? =( +1 = 4 = 2 


(4) 


111) Por analogia à parte (1), vem: 


_ауз 


2843 (5 
4 12 


Н; 


) en (6) 
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IV) Lados dos triángulos: 


por hipótese, a, = a 


NIe 


a 
5 PG. | a, –,... |; 4, = 
de (4), a, = | 2 | 2 


a 
2 
raios das circunferéncias: 


- ea 


6 a/3 ЕМЕ! 1 
/3 > Р.С. "6" 42" зав ' qo = 5 
de] ss 
12 
áreas dos triángulos: ауз 
25 do ауз 
por hipótese е де (2): A, = = 
2 4 
a as , 
de (4) e de (5): A, =2 4-2 УЗ 
2 16 
2 2 
a° V3 аа 1 
Portanto: P.G. ; oe] = 
ortanto | A T | QA 4 
áreas dos círculos: 
av3 та? 
de (3): о)-л|---| => 
(3): о, | 6 | 12 
2 2 
direc | e E 
12 48 
na? ла? l 1 
Portanto: P.G. ES сав «| 90-3. 
Assim: 
a 
a) S, = т = 594-28 
4 2 
2 
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185. 


1? quadrado: lado = а = p, = 4a 


a 4a 
2? quadrado: lado = = 
ш Кы аЙ”: 


Р.С. (sa => «Jia E 


A 4a 4,/2a(/2 +1) sa 
1-5 (2-120242) 


= 4a(2+ 42) 


2 
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a 
b) 1? círculo: r = 2 э0-21-0-та 


29 círculo: r4 = += > Сі 
. _ 1 
P.G. (na 7? sj do NA 
ла | лау2(/2 +1) 
Soc 1 (2-3 (4241) 


C) 1? quadrado: lado — a — área 


2? quadrado: lado = 


2 
P.G. “ A 5 q 
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САРЇТОІО ІУ — Matrizes 


о 
P 
о 
о 


189. A=| 0 0 1... 0 


000 1 

1 

1 

1) +/А = | 1 
1 px1 


2)+ZA = [1 11... lla xp 


Assim: -/(-7А) = +/[1 1 1 ... 1] = [p] 


2 
191. x = x =, х= О oux "co 


2x=x=>x=0 


мэх 


-3 
-4 


5=5t>t=1 
{2 =t>t=00ut=1 


Coy = a, +0, = 3+9 = 12 
195. C55 = 855 +05 = 4+10 = 14 со +C. + C23 = 12 + 14 + 16 = 42 
Соз 2854 +053 = 5 +11 = 16 
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196. а+2= 3 > а = 1 
1+В = 25} = 1 
1+0 = үэү= 1 
2+ (-1) = => ô =1 


197. Jy -y-1=5 (1) 
y! +2у +2=10 = у? +2y-8=0>(y=2 ou y =-4) 


Substituindo y = 2ет(4)8-2-6-0. (V) 
Substituindo y = —4 em (1): -64 + 4 — 6 = O. (F) 
Portanto, y = 2. 


3x+x°+1=1=— x +3x=0=>(x=0 оих=-3) 
Ах +x? +2 =-1 5 х2 +4x+3=0 (2) 


Substituindo x = O em (2): 0 + 0 + 3 = 0. (F) 
Substituindo x = —3 em (2): 9 — 12 + 3 = 0. (V) 


Portanto: x = —3. 

201. |а: — 01| = |1 — 5| = |-4| = 4 
Jaz — bro] = |2 - 7| = |-5| = 5 
| 21 — bar] = [3 - 6| = |-3| = 3 
|42 - boo] = |4 — 8| = |-4| = 4 
d(A; B) = 5 


204. а)2Х-А-38-0 
2Х-ЗВ-С-А 


ek 
о NM|O! 


NIW 
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b)X+A= (B — C) 
2 
à 8 
1 2 
Х-2(8-0)-АэХ- 
2 9 
Е Е 
2 
0)3X+A=B-X 
3X+X=B-A 
4X =B-A 
1 3 
х= ip A X = _ 
ia 4. а 
2 4 
aia A в) = Lx С) 
2 3 


3(X — A — B) = 2(X - C) 
3X — 3A — 3B = 2X — 2C 


X-3A438-205x- |“ 20 
= 7^7 [44 27 


X-A B«X 
2 3 


205. + C > 3(X — А) = 2(B + X) + 665 


= ЗХ — 2X = ЗА + 2B + 6C > X = ЗА + 2B + 6C 


28 1 
entao, X = 
23 3 
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dbi 2X+3Y=A+B 6X+9Y=3A+3B (1) 
: > 
ЗХ-4Ү-А-В 6Х-8Ү-2А-2В (2) 
11 
(1) – (2) = Y = A + 5B = |28 
9 
-90 -15 
(1) 6X = ЗА + ЗВ - 9Y = | -228 | => X =| -38 
-54 -9 
210. Соз = 824 * Dig + 822 * D23 + aos * D33 + 824 * Dag + aos · 0з + aos * Dea + 


+ azz: br3=1-1+0-2+(-4)-3+ (-2)-4+(-3)-5+ 
+ (-4)-6+(-5)-7=1+0-3-8-15-24- 35 = -84 


7 
215. a) 1 11[1 1 2 | 24 7 
1 21113 5 0 3 7 12 


о л м 


Р 
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5”. 
4. 


5122. 


219. Como (АВ)з x 3 е A 3 x з, então Bs 3. 
X 12 ао о 23 10 
АВ = 13 y 5 Оро |= | 6 12 25 | = 
232 оос 4 9 20 


ax b 2с 2 3 10 
= | За by 5c |=| 6 12 25 
2a 3b cz 4 9 20 


Entáo, temos: 


ax=2 


За-6->а-2%->х-1 
2а-4->а-2 


b=3 
by = 12 >y=4 
3b295b-23 


2с-10-эс-5 
5с-25-эс-5)->2-4 
с2-20 
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121041 2х 1-2у 
221. АВ- - 
10|х y 0 1 


Como AB = BA, entáo: 


1 

2x=1= x= 

2 142] [3 0] [MH 
0 1 "| x+y 2x 


x+y=05y=—5 


225. Ae B são comutáveis significa dizer que AB = BA. 


а) (А + B? = (A + В)(А + B) = A? + АВ + ВА + B? = 
= A? + AB + АВ + В? = 
= A? + 2AB + B? 


b) (А — B2 = (A — B(A— B) = А2 — АВ — ВА + B2 = 
= А2 – АВ – АВ + В2 = 
= А2 — 2АВ + В? 


с) (А + B? = (А + В)2(А + B) = (A? + 2AB + В?)(А + В) = 
= АЗ + А2В + 2АВА + 2AB? + В?А + ВЗ = 

= АЗ + А2В + 2А2В + 2AB? + AB? + B? = 

= АЗ + ЗА2В + ЗАВ2 + ВЗ 


а) Analogamente. 


е) Por inducáo: 

1) Vale para k = 1: (AB)! = А? - Bl = АВ 

Il) Suponhamos válido para n = К: (AB)* = АК. ВК 

II) Vamos provar que vale para n = k + 1: 

(AB) +1 — (АВ)ЧАВ)“ E АКВК -АВ- АК AC Bk “В = АК + 1Bk + 1 
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2 
226. aater; : 4! | 


111 4 17] Го 19 
окови -в- [À ЧЕ К | 


2 
0 9 18 O 
E TE | 


3 3 
тээ 191 |1 of |55 ај (101. 
5 2-4 0 1 42 55 01 


228. Fazendo X = | ° E , entáo B Be m d M 
c d c d| c а O 1 


Logo: Ј0с+ 0 =1 


De (3) vem: b(a + d) = O; então, temos: 


1? possibilidade: a + d = O 


Neste caso, d = —a = + v1-bc, e para satisfazer (3) е (4) servem 
quaisquer b e c, bc < 1. 
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2? possibilidade: b = Oea + d £O 
Neste caso, o sistema fica: 
(1) a? = 1, (2) 02 = 1, (4) c(a + d) = 0 


cuja solução ё (а= а = 1ес = 0) оч (а = а = -1ес = 0). 
Assim: 
1 0 -1 0 
X = ou X = ou 
01 0-1 
4/1 - bc b 1- Бе b 
X = ou X = 
C —4/1 -bc с 41. — bc 
229 Fazendo X — RUP entáo d | e 
: : еа! с а |с d| |сај 
а? +bc = a (1) 
ab + bd = b (2) 
logo: 
ас + cd = c (3) 
bc + d? = d (4) 


De (2) vem: b(a + d) = b; entáo, temos: 
12 possibilidade: a + d = 1 e b qualquer 
Neste caso, temos: 


(1) 2-а-іс-О-а- 1541-4506 ambos t 
2 4 
+. = 
(4) d- d EA 


Como a + d = 1, os sinais tomados diante do radical «1 -— bc 
devem ser opostos. 

Note-se que para (3) o valor de c é qualquer. 

2? possibilidade: b = Оеа + d+1 
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Neste caso, o sistema fica: 
(1) a? = a, (3) c(a + d) = с, (4) 42 = d 
cuja solução é (а = c = d = 0) ou (a = 1 = dec = 0). 


Portanto: 
00 10 
Х- ou X = ou 
00 01 
1-7 41- Арс b 
X= 2 ou 
с 1-41-40с 
2 
1-41-40с b 
X = 2 
Š 1-41-40с 
2 
1 x 5 1 2 y 
232. 27 -4|-|х 7 z|—(x-22y-bez 4) 
y z -3 5 -4 -3 
0-4 2 О =x -у 
233. х O 1-z|=| 4 0 -27 |> (x=4 y=-2ez=-1) 
y 2: О -2 1-1 0 


234. Para todo i,j € (1, 2, 3, ..., n} temos: 
Су = ai + bi s ај + bi — Cii. 


12 2 -1 1 0 242X -14+2y 1 0 
231. - — = 
1 4 х у 01 2-4х -1-4у 01 


Fundamentos de Matemática Elementar | 4 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


-1+2y=0 
-1%4у-1 


з 0 4 з 0 25-1 1 -1 
3 + =I A = — = 
zu an E E Ё J Е 4 Ë 2! 
A.A = 1 O E 21 1 -4 Ж 10 = 
01 X. X -х 3-x O 1 


Еш 1-х | E Д 
=" 2 2 | 

хехе 2x-x 0 1 
entáo: 

2-x=15x=1 
1-x=05x=1 
x-x2=0>x=00ux=1 
2.-х2-1-х-1 
portanto, х - 1. 


1 
ЕТЕ e, então, x + y = О. 


239. ЫЕ o fat g өзен (2A = ВАЗ 


244. В = РАР-1 = ВР = РАР-1Р = ВР = РА > 


“8851 31231 2f} 


1 2. 2 Ё Я 
>=: = > 


43 150+3b -—75+5b 9 -10 
2а-30-78 
>a=24 
-а+ 50 = 26 
> 
150+3b = 117 
b=-11 
—154 5b = -130 
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246. а)АХ-В d) BAX = A 
А-ЗАХ = A71B B-1BAX = B-1A 
IX = A-1B БАХ = В-ТА 
Х = А-1В АХ = В-ТА 

А-ЗАХ = А-ЗВ-ТА 
b) АХВ = 1, IX = А-1В-1А 
A AXB = AH, X = А-18-14 
IXB = А-1 
XBB-1 = A-1B^1 e) (АХ) = B 
Xl, = AT1B71 (АХ = Bt 
X = А-18-1 AX = Bt 
ACÍAX = А18! 
с) (АХ)? = IX = AT1Bt 
АХ = В-“ Х-АСВ 
АТАК = А-1В-1 
IX = A IB! f) (А + Xt = В 
X = А-18-1 (A + Xf = B 
А-Х-В 
Х-В-А 


247. (ХА) 1 = B > XA = B-1 > XAA-1 = В-1А—1=— X = В-1А-1 
Determinemos А-1: 


ЕНІН 


3a+4c=1 1 2 
-а--- е с--- 
—2a+c=0 11 11 
3b+4d=0 4 
>b=-— e d=— 
-20-4-1 11 11 


Então, А-1 = Xe . 
ЯЛ 


Determinemos В-“: 
5-21|е г| [10 
0 3 g h O 1 
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5е-28-1 
8-0 е е-- 

38-0 
5f-2h=0 1 2 
> h=— e Ї--- 
3h=1 3 15 


1 32 
5 -1 2. 
Então, B 15 E | 


1 413:211-4 4| 7-6 
x= =>: — > X= — 
11 15|0 5| 2 3 165| 10 15 


250. Devemos provar que D = C71B71A71 é a matriz inversa de ABC, isto 


é, que D(ABC) = (ABC)D = 1,. 


19) D(ABC) = (C-1B-1A-3)ABC) = С-ТВ- ЧА“ ТА)ВС = С-ТВ- Ч,ВС = 


= C-1B-1B)C = C711,0 = C-1C = 1, 


2%) (ABC)D = (АВС)(С-1В-1А-1) = AB(CC71)B71A71 = ABI,B71A71 = 


= A(BB-2)A-1 = АҺА-1 = АА? = 1, 


b 
uma matriz inversível. 


. a 
251. SejaA — | c d 


Determinemos А-1: 


ax+bz=1 d -С 
—X-2——— е7- 

сх+ 42 = О ad — be ad — be 

ay+bt=0 -b a 
еу == e t= 

cy + dt = 1 ad — bc ad — bc 

então: A 1 = ее E е (А-1) = 11 ра 
ad — bc -с а ad — bc —b 
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Determinemos (A!) 1: 


HÀ HAS 


ap+cr=1 d -р 
=p=— — e r= 

bp+dr = 0 ad — bc ad — bc 

aq+cs=0 -С а 
>q= e s= 

ра+ 05 = 1 ad — be ad — bc 

1 d -с 
tão: (A)-1 = . 
AAN ad — bc E d 


e daí (А-1) = (Ay, 


O ENA) — Determinantes 


sen x —COS x 


253. a) sen y cos y — sen x Cos y + sen y cos x = sen (x + y) 


senx -cos x 
b) = sen?x + соѕ2х = 1 
cos x  senx 


с) 2 sen x 3 cos x = 
1-2 соох 3senx+2 


= 2 sen x(3 sen x + 2) - 3 со5 x(1 — 2 cosx) = 
= 6 sen?x + 4 sen x — З cos x + 6 соѕ2х = 
= 6 + 4 sen x — 3 cos x 


loga 1080 i " 
254. a8) 1 1 = loga - 5logb = log Va -log vb = 
2 4 
Ya a 
= log — = log 4/5 
og b 08 p? 
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2 4. 
pi SMC sy an 
m m =1 
= 2m° — 2m? — 2т? + m? = — m? 
aj = j — 2 > an =0,a12 = 1, ар = —3, 859 = —2 
e, então, A = цай. 
-3 -2 


-3 -2 
2x 3х-2 1 
a) = 0 > 2х2 — 3x — 2 = 0 =» | Х-2 ou х--- 
1 X 2 
- 1 
b) i fes -1152e «x- 1-02 (x-2 ou х=-1) 
4x+5 3x-1 2 
1 
1 E = 0 > x*-1=0= x = +1 (duas raízes reais distintas) 


22 "|== aa 
c d 


-2а 2c 


= y = —6(ad — bc 
—3b À i | ) 


ye) 


2 logs 5 logs 5 2 1 1 
D= 5 l0g,125 log;25 |-| 5 3 2|=0 
8 logs27 log.243 835 
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1 
262. D= 1 
1 


5 6 7 

D'=|5 5 т-4 |=D'=5(m-1)=D'=5D 
5 5 5 
x-1 2 X 

264. ри = (0) 1 -1|=-8x-1 

3x x+1 2x 

p=) 55 918 d 
4 -х 


О, = 0, > —8x — 1 = —3x2 — 8x > 3X = 1 > 


ui ЗЕ 
әх- Hg x= — 
3 


0 3 1 
265. 03 2| -0-3-0-5-0 
43 3 
-senx  -8 -5 веп?х = 0 (1) 
266. 0 -sen x cotgx | = 0 = ѕеп2х · соѕх = 0 = 40и 
0 0 COS х cosx=0 (2) 


(1) ѕеп2х = О эх = п 


(2) cos x = 0 > (х= ou <= 3 


Então, o menor valor x tal que O < x < 21éx = m. 
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ѕеп2х senx O 
det A = | cos?x cos?y sen?y |= 


r? 0 r? 


= r? sen? x cos? y + r? sen? x sen? y — r? sen? x cos? x = 
= r? sen? x (cos? у + sen? y — cos? x) = r? sen? x (1 — cos? x) = 


= r? sen? x sen? х = r? sen! x 


traçodeA=x+y+1=9 (2) 


xy =15 


->Х2-8х415-0-э(х-5 ou x=3) 
x+y=8 


De (1) e (2), vem: | 


Para x = 5,y = 3 e para x = 3, y = 5. 


a O b О x 
с О 4 xe оро x 
D= |+ 6 оо 21220 04 x e |= 
g x h i j 0 х 0 ° 
(90000 LEE 
b O x 
=x- (1) +1t.x. dxe = —ҳ2.(—1)3 +1. x. O x = 
x e 
(900 
= —xŠ .(—ҳ2) = x° 
Sendo D < —32 > х5 < —32 = x° < (-2P = x < —2. 
1 42 44) |4 12-1 11 14 44 
ЫПі-| 5 24 13|-|5 12:2 13|-12:|5 2 13 
7 36 17 7 12:3 17 7 3 17 
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21 311 2 4 81 dá 
0.1 < 8 12 8| |14 24 84 241. 
2140 5 9138 | 4 5 33 413] 

14 7 3 15 14 7 3-20 15 

2 1 1 11 
си) ® 4 2 

10 5 3 13 

14 7 -1 15 

1 7 5 1 7 51 1 71 
Оз=|3 11 15 |=| з 11 5:3 |=5:| 3 11 3|-5:0-0 

5 13 25 5 13 5:5 5 13 5 


281. А ё uma matriz quadrada de ordem 4. 
Entáo, det (2A) = 24 - det A 2 det (2A) - 16(-6) - -96 
Como det (2A) = x - 97, então x - 97 = —96 = х = 1. 


282. Se det Q 0, então О é inversível, ou seja, existe Q 1 tal que 0710 = 
= |, = QQ ` e daí: 


03 + 202 = 0 = 030-1 + 202071 =0-071>0Q2+20=0> 
= 020-1 + 2QQ-1 = 0 : Q-1 — Q + 2, = 0 > Q = –21, 


-2 0 O O 
0-2 0 O 
= = det Q = 16 
9 0 0-2 0 9 
0 0 0 -2 


28. p y -У Y Yo 
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y DY y CDy | 
4-z (-1):22 z (С-1)-24 
44 (-1)-12 17 (-1)-“ 
х x ox 
= 4(—1)(—1).2 PS Ж -8-0 
EAS wt 
te 
286. Multiplicamos a 1? linha por x, a 2? por y e a 3? por z. 
гу х 1 XyZ х? x 1х2 х 
1 ху? 
XZ 1|--- 2 =— 41 y 2 
y хуг XZ y y хуг y y 
xy z 1 XyZ z^ 2 1 202 
1 < х 
-11 у? y 
i zx 
a b«2c с a рс a 2c c a bc 
289. х у%22 z|=|x y z |+ х 2 z|=|x y z 
m п+2р p m np m 2p p m np 
LL 


(*) 22 coluna = 2 - За coluna e, entào, o determinante е igual a zero. 


соз 2а cosóa sena cos?^a- ѕеп2а costa sen?a 
291. cos2b cos?b sen?b |=| cos?b-sen?b cos?b sen?b |= O 
cos2c соѕ2с sen?c cos?c- ѕеп2с cos?c sente 


porque 1? coluna — 2? coluna + (— 1) - 3? coluna, isto é, a 1? coluna 
é combinacao linear das outras duas. 
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a-b 

292. Ѕеја М = | b-c 
с-а 

Pelo teorema de Jacobi, podemos adicionar, а 1? linha, а 2? e a 32 


linhas, obtendo: 


0 0 0 
М"-| b-c n-p y-z |,tal que det M = det M'. 


Mas det M' = O porque a 1? linha é nula. Entáo, det M = O. 


295. Vamos somar à 3º coluna uma combinação linear das duas outras, 
a saber, 1? x 100 + 22 X 10: 


130 1 3 (0--1.100--3.10) 1 3 130 
1 4 7|=|1 4 (7--1.100--1:10) |-|1 4 117 |= 
1 5 6 1 5 (6-1-100--5:10) 1 5 156 


1 3 10 
-13-11 4 9 
1 5 12 
296. Somando à 1? coluna as outras trés colunas, temos: 
X а а а х+За а а а 1 а а а 
ре|а х а al_|x+3a x аа = (x + 3a) 1 хаа 
аа х а х+За а x а 1 а х а 
а а а х х+За а a x 1 а а x 
а b с Х X X 
297. азу b+y с+у |+ ағу b+y с+у | = 
a с a uy e 
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a b с X X X 
-|а b + y y y |+ b + y y |= 
a? b? с°| |a? b? c2 |a? bee |a b с? 

a b c 1 1 
=0+y|1 1 1 + x b c +0= 
a? b? c? a? b? c? 
1 1 1 1 0 0 
=(x-y| а b с | = (х-у) | a b-a с-а |- 
a^ b° g a^ da с-а? 
b-a c-a 
= (x — v) - (—1)1 +1. E 
зо ура UCM a 
1 1 
-(х- у)(б — a)(c — а): (x — yb — а)(с – a)(c — b) 
b+a c+a 
a-b-c 2a 2a 
298. 2b b-c-a 2b Е 
2с 26 c-a-b (9 
a+b+c a+b+c a+b+c 
= 2b b-c-a 2b = 
2c 2c c-a-b 
НЕ 1 1 
=(a+b+c)| ор р-с-а 2р = 
26 26 c-a-b (0) 
1 0 0 
-(84040)| ор арно) 0 = 
2с О —(a+b+c) 
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= (a + b + с)(а + b + c? = (a + b + cy? 
(1) (22 linha + 3? linha) + 12 linha 


(2) 2? coluna — 1? coluna e 3? coluna — 1? coluna 


(b+c) p? c? 
299. a (are? с? = 
2 2 2 (1) 
a b (a +b) 


a p? (a +b)? 


(b+c+a)(b+c-a) (b+a+c)(b-a-c) 0 


E a? (a+c) c? = 
а? р? (а + b? 
b+c-a b-a-c 0 
= (a + b + ©): a? (arco? се? 
a? b^ (a+b)? 


Justificativa: 


(1) 12 linha — 2º linha 


300. Para todo a € R, temos: 


со50 cosa соѕ 2а 
D = [cosa соѕ 2а соѕ За | = 
соѕа соѕ 2а соѕ За (1) 


cos O (соѕ0 +соѕа + соѕ 2а) cos 2а 
= |соѕ а (cosa + cos 2а + соѕ За) cos За | = 
(1) cos 2a (cos 2а + cos За + cos 4a) cos 2a 
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cos O (cos a+2: cos?a) cos 2a 
cosa  (cos2a+2-cos2a:cosa) соѕ За |= 
cos2a (cos 3a+2-cos 3a-cosa) cos 4a 


cos 0 cosa(1+2-cosa) cos 2а 
=| cosa cos 2a(1+2-cosa) cos За | = 
соѕ 2а cos3a(1+2-cosa) cos 4а 


cos O cosa  cos2a 
=(1+2cosa):| cosa соз 2а cos3a |=(1+2-cosa)-D 
cos2a  cos3a со54а 


entáo, para todo a € R, temos: 
D=D+2D-cosa=>D-cosa=0Oeissoexige D = 0. 


Justificativas: 


(1) 2? coluna + (1? coluna + 3? coluna) 
(2) cos 2а + cos O = 2 - cos? a, Va 

cos За + cosa = 2: cos 2а · cos a, Va 
cos 4a + cos 2a = 2: cos За: cos a, Va 


pois cos p + cos q = 2: cos рғ, cos BM 
2 2 
cos(x+a) sen(x+a) 1 
301. cos(x+b) sen(x+b) 1 |= 
cos (х+с) sen(x+c) 1 
cos (x+b) sen (x+b) cos (x+a) sen ) 
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= sen (x +c —x-— 0) – sen (х + сх – а) + sen (x+b-x- a) = 
= sen (с — b) + sen (a — с) + sen (b — а) 
que independe de x. 
a? a?^-4a-4 а? +8а+16 
302. а? +4а+4 а? +8а+16 а? +12а+36 | = 
а? +8а+16 а? +12а+36 а? +16а+64 


а? 4а-4 4а-12 
= | а2+4а+4 4а-12 4a+20 | = 
а? +8а+16 4а-20 4а-28 


а? 4(a+1) 4(a+3) 
a?^-4a-4 4(а+3) 4(a+5) | = 
а? +8а+16 4(а-5) 4(a+7) 


2 


a а-1 a+3 
= 4-4-| а2+4а+4 а+3 a+5 2) 
a2+8a+16 a+5 а+7 
а^ а+1 а+3 
= 2*.| да+1) 2 2 |= 
Да+3) 2 2 
а? а+1 a+3 
= 21.2.2.| ad 1 1 |= 
(3) 


20043) 1 1 


2 


a а-1 a+3 
= 26.| ағ) 1 1 |= 
4 о o 
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а-1 a+3 
1 1 


= 26.22. 


јавна а-3)-28.(-2)- —29 


Justificativas: 


(1) 3? coluna — 2º coluna 
2? coluna — 1? coluna 
(2) 3?linha — 2? linha 
23 linha — 12 linha 
(3) 3º linha — 2? linha 


303. uU2-2u+1=0=u=1 
Como u = х“, então х^ = 1 = x = +1. 


304. A-AT1= |. > det (A - A 13) = 1 > detA 1 = 


detA 
2 10 
detA=|6 -1 3|=-2 
2 01 
1 
detA 1-2 -> 
2 


305. det (АВ) = (det A) - (det B) = (det A) - [det (2A)] = (det А)(23 - det A) = 


= 23 . (det A? = det C^! 2 (det A)? = ET Ж > 
23 32 
1 1 
det AP = = det A| = — 
= ) 28 > | | 16 
1|1 1 1 NE 
306 Me Еске lo ЕСЕ 
: 12 3 3| ` 115 172817 
1234 
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a bb b 1b b b 
a ab b 1 ab b 
307. = a: = 
a a a b 1 а а фр 
а а а а 1 а а а 
a-b 0 0 
= а:| а-р a-b 0 | =а(а – by 
а-р a-b a-b 
x 7, 2З 1428 
308. X x 4 5 = x 1 x 4 5 = 
X X X 6 1x x 6 
X X X X 1x x x 
х-1 2 2 1 2 2 
=x|x-1 x-2 3 = Х(Х-2)|1 x-2 3 = 
Х-1 x-2 x-3 1 x-2 x-3 
x-4 1 1 1 
= X(X:= 1 = E -4). - 
( ) i Es x(x — Dx ar EM 
= xx — 1)(х — 4)(х — 6) = 0 
então, S = 10,1, 4, 6). 
ped И "= 
311. =| Го, Ва, 6, | 
ped 47-21 Pal 
1 ri Párel 
-(г-1).| r+1 pred (64117241) |= 


Farsi Cti +1) rrer rei 
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=r —r(r + 1) 


ша —r(r+1) je 


pois no último determinante a 2? linha é proporcional à 12. 


X aa a C3 X a a a 
pis: ахаа 2 -(а-х x-a 0 ој. 
а а х а а-х 0 х-а 0 
ааа х а-х 0 0 х-а 
хаа а х-За а а а 
-11 00 
= (x-a) = (x-a)? (0) 100 2 
-10 10 0 010 
-1 O O 1 0 O O 1 
= 
= (х — a? · (х + За) = 0 > x = a ou x = -3a S = (a, -3а) 
х y z t t 
— y ab b 2 a+z 0-1 
314. -x -y % 6 = Ху: ala хоо - ху : x EN = 
-х -у — t -1|-1 -z t 
a 0 0 
0 а 0 
315. 1 1 1-85 · 1 =|. e. |= а; а» ·... : а, 
ШЕ 1 а qo аж. 
1 1 1 
seny—senx senz-sen х 
316. senx senx senz |= = 
COS y—COS X COS Z—COS X 
COS X COS y COS Z 
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= (sen y — sen x)(cos z — cos x) — (sen z — sen x)(cos y — COS x) = 
= (sen y : cos z — sen z : cos y) + (sen x : cosy — sen y : COS х) + 
+ (sen z - COS x — sen x : COS z) = 

= sen (y — z) + sen (x — y) + sen (z — x). 

Portanto, a igualdade é verdadeira. 


1 sena cos a 
sen р-<епа cosb-cos a 
317. 1 senb cos b|= = 
sen c-sena cos c- cos a 
1 senc cosc 


= (sen b - sen а)(соѕ c — cos a) — (sen с — sen а)(соѕ b — cos a) = 


b-a bra c+a c-a 
= | 2 sen—— : cos —— || -2 sen—— :sen—— | — 
2 2 2 2 


2 

= 4: sen = sen гэ. 
Е 2 а 

( р+а с+а с+а >а) 

ѕеп - со sen - COS 

2 2 2 2 

-— - с-а b-c E 
= sen > sen > sen a 
= 4: sen per sen 282 ѕеп ash 
Е 2 2 


-sen^a sena 


1 cos 2a sena 111-2 
318. 1 сов 20 senb|=|1|1-2-sen?b senb | = 
111-2 


1 cos 2с senc “sen? c sen с 


_ | 2-ббеп? а- sen?b) sen b- sen a 


2-(sen? a-sen с) senc-sena 
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sena+senb -1 
= 2 - (sen a — sen b) - (sen a — sen с) · = 
sena+senc -1 


= 2 - (sen a - sen b)(sen a — sen c)(sen c — sen b) 


5, 5, 5, ны 5, 5, 
5, 5, 5, 5, 5, 
319. р= | 5, S Sa - 53 5з |= 
5, 5, S3 ` Sn-1 Sn 1 
5, 5, 53 Өледі 5, 
= S, ` = 
52-54 52-54 5 52-54 52 5, 
52-54 93-9, Ë Ss- Si 5ҙ-54 
а-ы ККЕ лок ник A A s — 
52-54 93-9, Ë Sn 1794 5, 41794 
52-5; S3 -S4 ` Sh -17 S4 5,-54 
52-54 52-54 52-54 
54-5 54-5 54-5 
acu c ы сан 22112 02. 
S3 -S4 Sh -1 5, За-1 5, 
S3 -S4 5, 1794 56-51 


e, assim por diante, chegamos a: 
D = 51“ (S2 — S483 — S2)(S4 — 53)... (Sn -1 — Sp - 2MSp — Sp - 1) = 
=1:2:3:4-..:(n-1):n=n! 
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323. Р(х) = (1 - х)(2 — X3 - X02 — DS — 1/3 — 2) se anula para x = 1 
ou x = 2 ou x = 3. 


325. (log 70 — log 7Xlog 700 — log 7)log 7000 — log 7Ylog 700 — 
— log 70) - (log 7000 — log 70)(log 7000 — log 700) = 


= 1080 . ое 700. 106 7000. 10. 700 |, 7000 |, 7000 _ 
y 7 7 70 70 700 


= log 10 - log 100 - log 1000 - log 10 - log 100 - log 10 — 
-1-2-3-1-2-1-12 


327. (2 - 1)(х – 1(-5- 1)(х — 2)(-5 — 2)(-5 — x) = ОФ 
<>(х- 1(х- 2(-5-x)=0= (x = 1 oux = 2 oux = —5) 


S =(-5,1,2) 
а а an-2 8n-4 An 
by % bo Dn -2 Dn 0 
328. M= o ec 0 0 
n 0 o о о 


а а an-1 а 
b, 6, ba O 
detM = (-1P и e, c, p oW 
b O о о 


Reiterando о processo até eliminarmos о último determinante (de 
ordem 2), achamos: det M = 


e qul peut Ca ты 


= (—1)Srtora ... Cp — 2 b, -1° an * (71) 


Fundamentos de Matemática Elementar | 4 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


em que S é a soma dos termos da P.A. (n + 1, n, n — 1, ..., 4) que 
tem n — 2 termos; portanto: 


s= (п 2)(1+1+4) _ (п — 2)(п+ 5) 
Е 2 i 2 


Como n е múltiplo de 4, 5 е (траг е entáo: 
det M = (-1)9*1- r, r5 гз... а, é positivo. 


329. O cálculo do determinante de uma matriz M é feito utilizando 
operações de multiplicação e de adição com os elementos de М. 
Se os elementos de M sáo inteiros, entáo o resultado dessas 
operacóes também é inteiro. 


330. Vamos usar as propriedades dos determinantes e a relacáo de 
Stifel: 


eH Heec HH] 
кА ЦЧ?” 
З|ЗЭГС НЭЛЭЭС2| 
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o B 
e © 
AS 

© 

N + 

о 2 ^ 
s— © 
| N + 
AS к> 
© == 
N + 

N 
W 
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Justificativas: 


(1) 4? linha — 3? linha, 3º linha — 2? linha, 2º linha — 1? linha 


(2) Stifel 
(3) 3º coluna — 2º coluna, 2º coluna — 1º coluna 


(4) Stifel 


ЕНЕ 


(6) 3? linha — 2? linha, 2? linha — 12 linha 


(7) Stifel 
ab c d a+b+c+d рса 
331. о с 4 а " a+b+c+d c d a " 
cda b a+b+c+d а a b 
dab c a+b+c+d а b с 
Yo] 
1 be d 22 
= (a+b+c+d) T € 4-8 SS 
1 dab > 
1 а b с 
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-(а-0-0-0) 


(a-b+c-d) 4 
=(a+b+c+d) (a-b+c-d) а-а b-a | = 
(a-b+c-d) b-a c 


o 
о. 


а-с 
=-(a+b+c+d)(a-b+c-d)|1 а-а 
b-a 


1 b- B 
1 d-c a-d 
=-—(a+b+c+d)a-b+c-d)|O с-а -(b-d)| = 
O b-d c-a 
аве) Баа) 9-8 0-9 
р-а с-а 


= —(a +b +c +d)(a-— b +c- d)(c — a)? + (b – d)?] = 
= —(a +b +c +d)(a-— b +c- Ф([(а — c? + (b — ay] 


332. Seja М = (ain xn uma matriz simétrica. 


Os complementos algébricos de dois elementos situados simetri- 
camente em relação à diagonal principal são: 


Ај (=1) ti. Dye ду = (=1)i ** Dj 
Como Dj = Dj, por se tratarem de determinantes de matrizes 
transpostas, entáo Aj = Aj. 
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333. Chamemos de а; o primeiro termo e de q; a razáo да P.G. colocada 
na linha i da matriz M. Temos: 


а, aqa aq 25286077 
a2 аа а; ар" 
M= _ 
аз ааз азоз asqa ^ 
an ад ад a 
q q qi 
2 n-1 
1 q q 92 
det М = (348584 ... a E 
(818283 n) 1 Q. 2 qi 1 


= (848283 ... а,)(92 — 91)(93 — 01) ... (An — An - 1) 


entáo: 
det M = 0 > (3i,j| qi = q). 


01 3 2 2 % 2 Бо на: зак а 5 
аса dg. 2 2 "NOE e" x 
APD 2 

334 22 2 4 9 7 5 дийг Че Kn 
9 9-79 c JR 2 кл лт 5 

-2 -2 -2 -2 .. n-4 
2 58 29 5 n 


1 2 2 -2 -2 

1 0 
1 -1 -2 -2 -2 

20. 0 

1-2 0-2 -2 
1 -2 -2 1 2 

O O O > n-2 
1 -2 -2 -2 n-4 

= —2(n = 2) 
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335. Temos que provar a identidade: 


ь—с)-сош ^ + (c — a) ` cotg È +(a—b)-cotg — = 0 
( c) сов 2 (c — a) cotg > (a ):cotg 7 = 0. 


Consideremos a circunferéncia inscrita no triángulo ABC (figura a 
seguir). Seu centro | é o ponto de intersecáo das bissetrizes internas, 


entáo: 

A 
cotg — = = 
82 
cotg==2 

r 
С 7 
cotg — = — 
82 r 
e daí 


B C 
a=y+z=r-| cotg—+ cotg = 
y [ > 53 


А С 
р=х+2= г: | cotg— + cotg — 
| 52 23 


C=Xx+y=r: (co 5+cotg>) 
: 2 2 
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Calculando cada cotangente nesse sistema, vem: 


B p-b C p-c 
cotg — — , cotg = —— 
82 r 2 r 


A (a+b+c)-2a p-a 


co 
tg 2 2r 


ет quea + b + с = 2p. 


Temos, entáo: 
(b — с) · cot + (c — а): cot B + (a — b) : cot; e = 
$2 52 $27 


1 
= rl – o)(p – a) + (c — ајр — b) + (a — bip — c)] = 


= Š pb с+с-а+а-– р) + а(с — b) + b(a — с) + c(b — а)] = 0 


336. 6 - (6 determinantes de 5? ordem) = 
= 6:5: (5 determinantes de 4% ordem) = 


-6-5-4-(4 determinantes de 3? ordem) = 
=6:5:4:3: (3 determinantes де 2? ordem) = 
=6-:5:4-:3-: (2 termos) = 6! = 720 termos 
m! m! 
(0-2)! (10-12)! 
! == 
337. m. " е |“ 10m > 
2l!(m — 2)! 
1 
m(m-1) — o 
(гп — 1)! 
m(m-1) m 1 
m (m — 1) 
> 2 m 6|=-10m> 
m(m-1) m O 
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338. 


т 1 11 
= m*(m- 1) 211 6 |=-10m=mm-1) 2 79 |8240 + 
1|10 0 -1 


m=5 


OM msn eme dese on 


-2 
m=-4 (rejeitado) 


Seja M uma matriz antissimétrica de ordem 2n — 1 (ímpar). Por ser 
antissimétrica, M = —Mt 

Entáo: 

det M = det (М) = (-1)?^ 7 1. det M! = —det Mt = —det М 

e daí 

2. аеїм = 0 


portanto: 
det M = O. 


07151181 803719 — Sistemas lineares 


357. 


Admitindo дие —3t — 1 + 0,27 - 2t £ 0,t — у = Ое 2z – y 0, temos: 


ы cd cixa sy р 

-3t-1 

сш этэ ый 

2-21 

CE 2 x+2y-2z-2t=0 
-y 
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Са сина 
22-у 
х-2у- 3t=-1 1 2 0 3 
2x- y- 2t- 0 A - 
X= y- Z+ =p 2 -4 -1 а 124e 
x+2y-2z-2t= 0 1 2 -2 2 
2y-42+3t= 1 0 2-4 3 
1-1 0 3 
2 D = E 
D, = 2 0 -1 2 E жена 36 -9 
1 0-2 -2 D 124 31 
0 1-4 З 
1 1 1 
358. Fazendo =x', = уе = z', temos: 
x y 2 
2x'- y'-z'--4 244 
X'+ y+z'= O=D=|14 1 11-9 
Зх'– 2у'+7'= 4 3 -2 1 
-1 -1 -1 
О ЕС ьс НЕЕ 
D 9 3 
4 -2 1 
2 -1 -1 
-14 9 
D.= 1 0 1|=-14=y'=>2= > у = 
у у 9 "Y^ 44 
3 4 1 
2 -1 -1 
D,=|1 1 O|=17>z'==2 = авио 3 
9 17 
32 4 
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360. 


361. 


362. 


sena -cosa 
= = sen?a + соѕ2а = 1 
cosa sena 
D, = | шин L UP E EE E Л = 
sen2a sena 
= sen (2а - а) = sena 
sena -cos2a 
= = sena: sen 2a + cosa: cos 2a = 
cosa sen 2a 
= cos (2а — а) - cos a 
2 р 
Assim Xe = өзін 
: > S = [ (sen a, cos а)! 
y 
= — = у = соѕа 
y D y 
-1 b 
"E: = b(a — 3) 
a+1 2b 
BENE MS _ D, 3 
E A „=; xi 3-ab>a=0 
xd 
a=t 1 D, 2(2a - 3) 
D, = =2(2а- 3) > у= — ә у = 
"lai Ч шин ца 3) 
b=1 
=2 
=0 
D = i. d =:=3 
2 1 
Be 28-7 1 =z- meses O 
32 - 
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Como x > 0ez > 0,vem: 0 < z < 60 (1) 


a 28=z| _ _ 2z-24 Зу - 24 
у= |5 32 = 22- 24 > у ES = 2 ES (2) 
De (1) e (2), vem: 0 « A « 6020 «y« 8 (3) 


Mas 2x — y = 32 > y = 2x — 32 (4) 
De (3) e (4), vem: O < 2x — 32 < 8 16 < x < 20 
Então, as condições são: 16 < x < 20,0 < y < 8 e 0 < z < 60. 


x+ у= 3X3. 6-2 x+y= 3 
367. 3x-2y=-1 pub Jas -Ббу--10 

2x-3y =-4 -5by =-10 
Somamos e substituímos a 2? equacáo multiplicada por —2 com 
a 3? equacáo multiplicada por 3. Do mesmo modo, somamos e 


substituímos a 32 equacáo multiplicada por 3 com a 2? equacáo 
multiplicada por —2. 


A 2? e a 3º linhas do sistema são а mesma equação e, então, 
podemos suprimir uma delas: 


x+y=3 
Бу = 10 > y =2 €, portanto, x =3—y=>x= 1 


S = ((1, 2)), sistema possível determinado. 


368. b)ļ2x- y +3t=2 JO e y-4z+3t =4 узе 
x-2y+ 1-21-0 -у- z-2t -1 
-x+ y- 27 =1 (1) 
e y- 42-31-4 (2) 
-52- 1-5 (3) 


Em (3), fazendo z = o, vem: -5a + t= 5>t=5 + ба. 
Em (2), substituindo z e t, temos: 
y - da + 3(5 + бо) = 4 = y = -11- 11a 


4 | Fundamentos de Matemática Elementar 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


Em (1), substituindo y e z, temos: 


x + (11 — 110) - 20 = 1 x= -42 - 130 


O sistema é possível e indeterminado: 


S = ((-12 — 130, -11 — 11a, a, 5 + 50), a € R). 


х+ 3у +27 = 207 
c) j3x+5y+4z= 4 Joe 
5x+3y+4z=-10 


x+ 3y+2z= -2 


е 4у-22- -2 е 


E 
-12у-62--20 2-9 


x+ 3у-22- 2 
<>4 -4у-22--2 
0--0 --14 (falso) 


O sistema é impossível. Então, S = Y. 


1 
эгж ог. 9). (882) 


(4a? — 1)x + (2a + 1)y = (4a? — 
y = (4a* - 1) 


(22-1) x« (4a? -1)y = (2a +1)? (аоеағ-2) 4 
ü (-8a)(2a + 1) wa =i 
(2а + 1)(—2а)у = лее 


Portanto, se a = 2 а + Оеа = E o sistema é possível e 
determinado. 2 
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Analisando as outras possibilidades, temos: 


1) беа = 5 ,0 sistema é impossível, porque na primeira equacáo 


teremos Ox + Oy = 4, que é falso. 


х-у-1 X-y-1 (sistema possível e 
2) Sea = 0 > e : : 
-хжу--1 х-у-1 indeterminado) 
1 4Х-0 . Й . . 
3) Sea = ---> (sistema possível e indeterminado) 
2 Ox=0 


ax+y=a (1-a?)y=a(1-a?) 


| до is y-a 
es 


1) Se 1 - a? = 0 = a = +1, então Oy = 0, sistema possível e 
indeterminado. 


2) Ѕеа + 1еа 1,y = a ex = 0, sistema possível e determinado. 


3) Nao há valores рага a que tornem о sistema impossível. 


mx+y=1-m |х-ту-0 E) x+my=0 

e БЕРІС е 
x+my=0 mx +y=1-m (1-m?)y =1-m 
Se 1 — m? + О, ou seja, т + 1e m = —1, então o sistema é possível 


e determinado e 8-1- db қ I | 
m+1 m+1 


x+y 
Se m = 1, o sistema fica | , entáo o sistema é possível e 


Oy 20 
indeterminado e S = (-о, o), a. € R}. 
х-у- 


, então o sistema é impossível 


Se m = —1,0 sistema fica lo un 


е 5 = Ø. 
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x+2y=1 «3 x+2y=1 
878, |. _ь„2®® уез 


1) Sea-6=0eb-3=0,istoé,sea=6eb=0,0y=0= 


> sistema possível e indeterminado. 
2) Ѕеа = бер + 3,temos Oy = b - 3, sistema impossível. 


3) Se a = 6, Vb € R, sistema possível e determinado. 


x+2y=b &-23 x+2y=b 
379. : Lee i e 
2ах + Зу = 1 (3 – 4a)y = 1 - 2ab 


x+2y=b 
(4а - 3y = 2ар – 1 


1) Se da – 3 = Ое 2ар - 1 = 0, isto ё, se a = 5 ер- 1 E 
4 2a 3 
sistema possível e indeterminado. 
2 2 2 
Fazendo у = о, então x = < – 20 > 5 = саз : 
З 


3 
2) Se a+ 7: Vb E R, sistema possível e determinado. 


Entáo, y = 


2ab- 1 2-3b = =з 
= х= = $ = , 
4а – З 4а – З 4a-3 4a-3 


3) Se a ebz - sistema impossível. 
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бегі .. CR ps 


mx + 4y + (m — 1)z = 3 (4 т2)у + (m? + 2m - 1222 3-m 


Como o nümero de equacóes é menor que o nümero de incógnitas, o 
sistema é possível e indeterminado, Vm, m € R (sistema compatível). 


x+y=2 ED, ED х+у=2 
381. ітхау-1 Jo Jo, (-m + 1)y = -2m+1 
x-y=m -2у--2-т 


Na 3% equação, sem = 0, vem y = 1 


+y=2 
: = x= 1; sistema possível e determinado е 


X 
Entáo, temos | 
S= (1, 1). 
Na 2? Equacáo, se —m + 1 = O, isto é, se m = 1, temos 
3 : : А 
x+y=2 = x= - — sistema possível e determinado 


-2у--2%1-у-5 


Sem = Оет = 1, о ѕіѕїета é indeterminado. 
ax+by = с ах +by = с 
382. о e 
рх+ ду = а (—bp + aq)y = -cp - ad = 0 
O sistema é indeterminado se —bp + aq = Ое —cp + аа = О. 


—bp+aq=0 


Então, vem ad 
-cp+ad=0>p=— 
с 


2. ad E bd 
Substituindo p = ГЭ па 1º equação, vem: q = ЛЕ? 
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383. 


384. 


394. 


Resolvendo o sistema 
x-y=m 
x+y=2 
+2 2-m 


m 
encontramos х= pm ey- > ' que, substituídos na equacáo 
mx + y = 2, conduzem à equação m? + m = 0, que é satisfeita se 
m € (1, -2). 


Conclusáo: 


3 
lI 


3 1 
1 sistema possível e determinado, com X = > ey= 5 


m = —2 > sistema possível e determinado, com x = Оеу = 2 


m = 1 е т + —2 > sistema impossível 


6x+ay=12 
6 =12 
ен — = [ 2a 


4x+4y=b 4-2)у-ы-в 


2а 
O sistema será e indeterminado somente se 4 3 0eb-8=0, 
ou seja, ѕеа = бер = 8. 


mx —y+mz=m 
2x +mz=3=D=m*(1-m) 
mx + my 22 
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тпж0 
1) 5605-50-41 e (sistema possível e determinado) 
mx1 
m -а m 
m-2 
D. = |3 0 m | = —m(m = 1)(т 2)=>x= = 7 
2 m 0 
m m 4 
Бу = |2 3 m|-m(m - 4)(т 1>y- ==" 
2 0 
т -1 т À 
m+ 
D, = |2 0 3|=-—(m- 1m + 4) > 2 = Tê 
2 
[= 4-m 4) 
$ = , , 2 
m m m 
Ох - у + 07-0 
2) Sem = 05 42x + 0z= 3 > sistema impossível 
Ox + Oy = 2 
x-y+2=16 A ED х- y+z=1 
- 23129 JO , 
3) Sem = 15 42x +z=3 e 2y-z-1e 
х-у = 2y-z=1 
Х-У%2-1 (=m о-1 E a 
у= ——— е, então, x = 
2y-z=1 2 2 


sistema possível indeterminado > S = (5% 6 a) ше R} 
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m m m 
О,=|0 -1 m|-mQm- аут - 1) әх = Mém-1) 
E 1 m+1 
1 m m 
D. = | o m|-2mm-1)5y-." 
1 m 1 m+1 
1 m m a 
D=|1 -4 0| = -2m?> z = UA 
1 E 1-m 


s= j(m2m-2 m 2n? 
mit “тей 1-m J| ` 
2) Se D = 0, suponhamos m = 1: 
X+y+z=1 X+ y+z= 1 
X-y*z2-07 (53 -2y  --1-—. sistema indeterminado 
X-y+z=1 -2у - 0 


3) Se D = 0, seja m = —1: 


Х-у-1--1 X= y- z=-1 
x-y-z- 0€ (S¿0x + Оу + 02 = 1 (falso) = sistema 
x+y+z=-1 2у + 22 = 0 indeterminado 
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e x+3y+ 27-0 
397. 2x+5y+az=0 25 - у+(а – 4)2 = T e 
3x+7Ty+ 1-0 -2у- 57-0 


x+3y+ 22-0 
<>4 -y-(a-4)z-0 então, sistema possível indeterminado <> 
(-2a + 3220 


ө-2а%3-0-а-2 


0 -4 3 
398 0-1 4 O -2 =0 
-3 2 0 


Escalonando o sistema, temos: 


4x - 22-2 (3 
- 4y + 32=1 


-3x + 2y -3-К 9 
4x — 2y = 
- — 4y + 3z= 1 © ~ 
oy -3;-9 Kk o 
2 
4x — 2y = 
~ – 4у + 32 = 1 
02-5-К 


Conclusáo: Temos sistema possível indeterminado somente se 
5 — k = 0, Ou seja, se k = 5. 
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2x4 5y-3z=1 < 2x + 5y - 3z=1 
399. a) 14x * 10y +22 = 5 © Os 8z=3 
6x+15y- z=k 8z=k-3 
O sistema tem solução (é possível) se k — 3 = 3, ou seja, К = 6. 
b) Resolvendo o sistema, vem: 
2x + бу -32-1 


E ЕЕ. 
8 


Fazendo y = о, na 1º equação, temos: 


ТТК —À 1 
“go So q 
5- (EL о, 3 Vo, œ ER 
16 8 
1. m m-1 
401. D=|m-1 1 m | —2m? — 6m? + 6m = 
m m-1 1 


= 2m(m? — 3m + 3) 


D = 0 © т = О, considerando que m? - 3m + > 0, Ym, m € R. 
Portanto, Vm, m € R*, D Æ O e o sistema é determinado. 


1 2 -m 
402. D = 3 -1 1| = -10m + 6 
2.4 2 


D = O (sistema determinado) > m + 3 
5 


Entáo, será indeterminado se m = 3. 
5 
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хазу- rsi 
5 O 9, 
3x- y+ 1-4 


-2x + 4y – 2z= k 


3 
х-2у--1--1 
y 5 
e ua Таи 9 e 
7 © 


ғу-16;-к-2 
5 


O sistema será indeterminado sek + 6 = 0 =k = —6. 


2 -1 3 
403. D-2-1 2 -а | = (а + 6)(а - 3) 
a —a 6 


1) sistema possível e determinado = D + О >а + -беа + З 
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2) Sea = —6: 


2x- y+32=-6 атт. 
—x+2y+62= bei2x- y+3z=-6 Ф ° 
—6x+6y+6z= 2 3x-3y-3z-2-1 

x-2y- 6z--b 


e Зу-152-20-6 2 = sistema possível e indeterminado сэ» 
Зу-152-30-1 


<> 2b-6=3b-1>b=-5 


E, então, sistema impossível se a = -бер-ж-5. 


3) Sea=3: 


2x- y+3z=3 da С, 
-X + 2y - 3z =b e42x- у- 32-3 © o. 


3x-3y+6z=2 3x- Зу +62 = 2 


x- 2у – 3z = -b 
e Зу-31-20-3 7 > sistema possível e indeterminado <= 
Зу – 32 =3b+2 


<> 2b+3=3b+2>b=1 


E, então, sistema impossível sea = Зер “ 1. 


1 2 -3 
404. D=|2 6 -11|=10%0 
1 2 7 


Entáo, o sistema é possível e determinado, quaisquer que sejam a, 
be creais. 
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2х; + 3x5 = Ах (2-))x, +3x, = 0 
408. | 1 2 1 | 1 2 


Зх, + 2x4 = Хх Зх; *(2-2)x5 = 0 


=M-41-5=(A-— 5/1 + 1) = 0 => 
3 2-4 


>h=5e4=-1e, portanto, № + Л» = 4. 


x*Sy-Ax _ [1.39 5y 20 GD 
m | у ој )х + 5y бал 


2х-у= \у 2х (1+ Ау= 0 © 
(1-A)x+5y=0 
02-11 > sistema possível e indeterminado <> 
1-), — 


e 1-112-024-2441 


_ m z 3, sistema determinado 
6 — 2m = 0 > т = Зе, então, . : | 
т = 3, sistema indeterminado 


2 
3 3 P 
о 
al 
| 
wW 
3 
T 
3 
T 
59 
| 
px 
3 
g 
3 
g 


Se m = Зет = 5, sistema determinado. 


Sem = 3em = 5, sistema indeterminado. 
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416. 


417. 


kx+ ky+ z=0 
x+ ky+kz=0 
kx+ y+kz=0 


k 4 
р= |1 k k| «20-32-1-1(К-1К-1)2К-41) 
k k 


1 
Portanto, para k 1 ek + 727 sistema determinado e para k = 1 


1 
ou k = E- , sistema indeterminado. 
1 1 1 
0-14 -2m 3| = 8m? + 20m + 12 
2 6 -4т 


3 
D = 0 = 8m* + 20m + 12=0=>m=-1oum=-=>3 


3 
1) Semz-1emz-z 727 sistema determinado. 


2) Sem = —1: 
x+ y+ z=0 QÐ x+ y+z=0 
2 O © 2ү G= yA 
4x + 2y + 32-0 e 2у+2=0 “Z jos 
2x+ 6y 4 42-0 2у+2= 0 
= а 
e, então, X = – =. 
2 
a a R 
Portanto, =)| 5, у, ереен, 
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3) sem = 23: 
x+ y+ 2-0 x+ y+ — 
4x+3y+32=0 ©+4х+Зу+32=0 © /0 >» 
2x+6y+6zZz=0 х-Зу-32-0 
x+y+ z= 0 
€»4 —y- 7-0 


2y+2z= 0 =) y--a 


е, então, x = O 
Portanto, S = {(0, —a., o), « € R}. 


kx+2y+ z=0 
-2Х- y+3z=0 
2x-3y-2z=0 
k 2: i 14 
D=|-2kKk -1 3 = 9k + 14 > 9k + 14 = 0 >k == 
2 -3 -2 


ay + 2-0 


a 2х- 3y- 2-0 Coco 
202 х y+32=06/-14x+18y+ 92-0 © „ОФ 


MN 28х- 9y +272 = 0 
2х – Зу – 22 = 0 
e! -3y-52=0 45% уста 
3y+5z=0 
e, entáo, x = Eg 
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423. 


428. 


“(ПЕШ (04-45 (m=) 1 
ome 2° (-т-2) (-т-2) 1 
| (m1)? (п 1) (m+ 1) 4 
med dn sir (m? +1) i 
Considerando que —(m + 1)? = (-m —13 e —(—m - 2)3, então Dé 
determinante de Vandermonde. 
D=[=m=2)-(=m= 1)]-[(т + 1)—(—т -= 1)]-[(т +1)—(—т— 
= 2) - [(m? + 1) ^ t-m.— 1)] - [(m? + 1) — (=m — 2)] im + 1) — (m + 
+ 1) =D =[—1]: [2m + 2]: [2m + 3]- [m2 + m + 2] : [m2 + m + 


+ 3]: [m? — m] 


2m+2=0>5m=-1 
ou 


D=0 е 2m+3=0m=-5 


ou 


m-m=0>m=00um=1 
porque m? + m + 2 > 0, Vm € R e m2 + m + З > 0, Vm € R. 


3 
Portanto, m e-$ -1, 0, 1 


(sen 0-2) 2 -sen а 
D- 0 3 sen о 4 =0 
3 7 sen о 6 


D = sen? o — 10 sena — 24 = 0 

Então, seno = 12 ou sen o = -2. 

Ambas as solucóes rejeitadas porque —1 =< sen o =< 1 e, portanto, 
não existem valores o que satisfaçam a condição do problema. 
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1 о 0 O 1 0 о O 
0 1 0 O lo 1 0 0 
be ЗАС k c. 0 O-5715 o Ó [|^ 
0 0 о 1 0 0 0 1 
1 O о O 
lo 1 0 O 
шин фе ду. 3 
0 о о O 


característica = 3 


о 
Pa 
o 
№ 
о 
15 
е © 


2 
431. А- |2 4 0 1|5А = |2 4 0 
4 


AR 
ы 
o 
o 
o 
o 


A característica é 2, porque a 3* linha é igual a soma das duas 
primeiras. 


e e 
HP 
Ф 
PB 
40 
59 


433. а)А- а 1 


Ф 

в 
в 
Ss 


>A=|0 (а-1) -(a- 1) (a - 1) 
O -(a-1) -(a-1)a-1) а(а-1) 


1 1 1 1 
беа-1,А"- |O 0 0 0|ер-1 
0 0 0 0 
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1 2 4 8 
b) |1 9 27 Шы 
1 а a a 
1 2 4 8 
=o 1 5 19 


беа + 2, р = 3. 
беа = 2, р = 2. 


Ou, ainda: 
1 2 4 8 
0 1 5 19 SE” 
0 a-2 а2-4 a-8 Ф 
1i 2 4 8 
> 1 5 19 


Sea + 3, р = 3. 
Sea = 3, р = 2. 


Se ағ2 e az3, p- 3. 
Em síntese: 
Se а-2 ou а-3, p=2. 
2 -1 1:4 1 1 2 3 
438 а) |1 2 1 : 243414 2 1 1|- 
1 1 2:3 2 -1 1 4 
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Portanto: 


-1 -1 1 0 -1 -1 1 0 
0) | 2 1 1 11-10 -1 3 1 |”? 
5 4 -2 1 0 -1 3 1 


р(А) = p(B) = 2 < 3 > sistema possível e indeterminado 
Fazendo z = о, vem: 


-y + За = 0 > у = За — 1 
=x=y+z=0=>x=Í1- 20 
S = (1 - 20, За — 1,0), ое R}. 


439. а) Е AE NE J ~ 


41-41 lo 6423 


p(A) + p(B) = sistema impossível 
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1. 2 1:5 1 -2 1 5 
e [3 -141 29131-10 8 b 1440 
1 -1 -1 СО 0 1 -2 а 5 


2 -1 -1 2 1 2 -3 ' 6 
d) |-1 a -2 Д || 3 2 1 4|- 
T 2. 3 6 5 —1 Өр 1.2 
2 -3 6 1 2 -3 16 
5 -5 : 10 


а: cole] | & бб 


p(A)= p(B) = 2 < n > sistema possível e indeterminado 


a 2 3: 2 1 1 aid 
e) |-1 -1 Irae 1 Sales 
2 Ж 2! 1 3 2 312 


1 doo d 1 1 111 
а xx tal lo о 91.9 
dd 44219 


1 
pla га 2! 1].|2 4 42231 
2. 4 gia) [8 | 


1 1 1 1 1 1 1 1 
440 В- |1 š 1 84: 410: aid O a À 
2 2 (3-а) b? 0 0 теа Беа 
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a) Para а + 1,temos p(A) = p(B) = 3 е sistema possível e determinado. 


р) Рага а = 1ер = Ј2 eb ж -2,1етов р(А) = p(B) = 2 e 
sistema possível e indeterminado, com indeterminacáo simples. 


c)Paraa=1eb= 2 , temos р(А) = p(B) = 1 e sistema possível 
e indeterminado, com dupla indeterminacáo. 


mes p= bc+bd+cd| ac+ad+cd ab+ad+bd ар+ас+ьс | ` 
bcd acd abd abc 
a-b a-c a-d 


= | (а-0)(с+ 9) (a-c)b+d) (а-4)0-0) 
(a – буса (a — c)bd (a — d)bc 


1 1 0 1 
D, = b+c+d a+c+d 0 a+b+c E 
рс+ра+са ac+ad+cd O ab+ac+bc 
bcd acd B abc 


a-b a-d 
(a-b)(c+d) (a-d)b-c) 
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D, -B 
X3 = 
D (a-c)b-c)c- а) 
443. O segundo sistema deve ter uma única solucáo (x = 1 e y = 1). 


Notemos que (1, 1) é solução do segundo sistema, qualquer que 
seja a. Para que nào exista outra solucáo, a condicáo é 


a 1 


DS la a 


+ 0, ou seja, a + 1. 


2*+y+z _ 923 x + y + z= 3 


444. 3*7  -39%2-,/Х — 2y + z= 9 
53 + x - 52 X - z=—3 
i 1 1:3 i 1 i8 i 4 4 3 
1-2 419 [еро ез о!в6|-|1-з о! 6 
1 0-1-3 0 -1 -2i-6 0 0 -2!-8 


Então: --27 = -8->2- 4 
= Зу-б->у--2 
x+ty+z=35x=1 


S = ((1, —2, 4). 
1 —cosC -cosB 
445. D = | —cos C 1 -СО5А | = 
—cosB | —cosA 1 
= 1-cos?C -cosA-cosB.cosC | - 
-cos A - cosB-cosC 1- cos? B 


= (1 — cos? С)(1 — cos? B) — (cos A + cos B: cos C? = 

= 1 — cos? В — cos? C — cos? А — 2 · cos A : cos B: cos C = 0 
pois para ángulos de um triángulo vale a relacáo 
cos? A + cos? B + cos? C = 1 - 2 : cos A - cos B : сов С (conforme 
se prova no volume 3 desta colecáo). 
Sendo D = O, o sistema linear homogéneo dado é indeterminado. 
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Fazendo 7 = о, temos: 


х-у:со5 C=a-cos B 
-Х-005 C+y=a-cos А 


em que: 

D= 1 ЗӨӨНӨ) 1 — cos? С = sen? C 
—cosC 1 

D, = маны Жы 
0-С05А 1 

D, = 1 boda = о · (cos A + cos В · cos С) 
—cosC a.cosA 


e daí 
фе. D, о(сов B+cos A-cos С) 
D^ ѕеп2С 
y = D, _ a(cos А +соѕ B-cos C) 
D sen?C 
x+y+z=1 
446. x-y+z=0 
5x-y+z=0 
1 1 1'1 1 X dd d o oro 
1-1 1:0 |-| 0-2 0:-4 || 0-2 01-1 
5 -1 1:0 0 -6 -4:-5 0 0 -4;-2 
Entáo: —4z = 2-э2-1 
2 
2у = – 1 > у= 1 
2 


Х-1-у-7-эх- 0 


Então, S = Ø, porque log; x deve ter x > O. 
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447. Vamos atribuir à variável a trés valores distintos: ал, аз e аз 


X-a,y-1-a2 
x+ay=1-a5 


х+азу =1-aí 


Tomando duas a duas, temos: 


1 a, 1 (1-aí) 1 а, :(1-e2) 
1 8,:1 (1-а?) O a,-a,! а-а? 


=S ={((1 + ауа»); - (а; + а2))) 


1 а, i (1-82) | 1 а, (1- a1) E 


1 аз: (1-а?) O 1: -(а, наз) 
= S = {((1 + aras); ^ (a1 + аз))) 


1 а, (1-а) | | 1 a (1-а2) E 
i a fia) O 4 Lla, аз) 
=S = (((1 + asas); —(а + аз))} 


Verifica-se que as retas encontram-se duas a duas. 
Tomando as trës retas: 


1 did 1 а :(1-&a) 
1 а,!1-а |- О (а,-а,) ((а1-а) | ^ 
1 aj: 1-a O (аз-а,) :(а2 - а2) 


Fundamentos de Matemática Elementar | 4 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


a,! 1-а 1 a: 1-а 
“|0 1: (a, * a5) О 1:-(a,-a,) 
0 4 -(а, + a4) 0 o: а-а; 


em que se verifica que p(A) + р(В), o que significa que o sistema 
é impossível, ou seja, as trés retas náo tém um ponto em comum. 


448. Chamemos de 04, Оо, Оз, ..., Од + 1 OS Valores de x que anulam Р(х). 
Calculemos os coeficientes ao, ач, a», ..., an de Р(х). Temos: 


n-1 - 
оа + O4 га, + ... + оа | +a,=0 


n n-1 
оар + а га, + ... + оа | +a,=0 
n n-1 


оза + оз а, +... + оа | *8,-0 


O determinante D desse sistema é um determinante de Vandermonde 
cujos elementos característicos são 04, Оо, Oz, ..., Op + 1, então: 


D = (02 — 04) (03 — 04)04- 04) ... (On — On - 1) 

D = O (pois о; = oj, ЧУ). 

Logo, o sistema só admite a solucáo trivial ay = а, = а; 
= An - 1 = An = 0; portanto, Р(х) = О. 


449. Fazendo Р(х) = ax? + bx? + cx? + dx + e, temos: 
P(1-y=a1i-x!+b(1-x)+He1-x2+d1-xy)+e= 
= ax! — (4a + b)xŠ + (ба + 3b + cy? — (4a + Зр + 2x + d)x + 
+(a+b+c+d+e). 
Impondo P(x) = P(1 — x), vem: 


4а- b =-—b 4а- 20 =O% equivalentes 
ба-30- с -0 ба + 3b 2-0 
4a+3b+2c+d --а 4a+3b+2c+2d=0 
a+ b+ c+d+e=e a+ b+ c+ d=0 
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450. 


106 


a+ b+ c+ d=0 a+b+ c+ а-0 
-44а4-30-20-24-0- р+2с+2а= 0 ~ 
4а + 20 = 


a+b+ c+ а= 0 
р-2с-2а-0 


0 2b+4c+4d=0 


E daí temos a - c + d, b - -(2с + 2d), sendo c, d, е quaisquer. 


Então: Р(х) = (c + dx! — (2с + 2d)x? + cx? + dx + e 
Fazendo c + d = a, temos: 
Р(х) = ax? — 2ax? + cx? + (a — ск + e. 


O sistema admite a solucáo trivial se, e somente se, o determinante 


dos coeficientes for diferente de zero. 


k +k, К = Ка К = Кз 
р= | К-Кі ko+ka Кз- № | +0 


Как k2+k3 Kk¡+k3 | < (1? linha + 22 linha + 3º linha) 
D = 0 2k 2k, | < (2º linha + 3º linha) 
2k, 0 2k, < (1º linha + 3º linha) 


К +К К +Кз КК 
D = 4k4ks 0 1 1 
1 0 1 


D = Sk Kok3 
Então, D + 0 Sk, = 0, ko + 0 e ks 7 O. 
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completo conteúdo de Matemática 
elementar. Os volumes estáo organizados 
da seguinte forma: 
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ER combinatória, 
probabilidade 
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VOLUME 6 2 
equacóes 

| хошик?| geometria analítica 
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noções de integral 
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matemática comercial, 


matemática financeira, 
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A colecáo atende a alunos do ensino 
médio que procuram uma Югтасао 

mais aprofundada, estudantes em fase 
pré-vestibular e também universitários que 
necessitam rever a Matemática elementar. 
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exercícios de aplicação, além 
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